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t) 1 to r t. 



9ln ficl^rbüd^cm ber ®iffercntial=^ unb <3ntcgral= 
red^nung für ©tubiercnbc an ^od^fd^ulen tft gegen« 
njärtig roal^rüd^ fein SRangel. 9lod^ immer aber 
fel^lt e§ an einem gänjlid^ elementar gelialtenen 
©ud^ für ©tubierenbe an ted^nifd^en 9Jlittet 
fd^ulen, meld^eS eine genügenb gro^c 2lnjal^I nid^t 
aHju fd^mieriger flbung§aufgaben entl^ieltc. 3)iefem 
SWan^el möd^te ba§ uorliegenbe Sud^ abl^elf en ; e§ ift 
jugleid^ Selirbud^ unb Slufgabcnfammlung 
unb foH ben ©tubierenben in bie Isoliere 2lnalgfi§ 
einfül^ren, tn§befonbere bcnfelben befälligen, ben in 
ber SRed^anif, ber gcftigf eit§lel|re, bem 
3Äafd^inenbau, ber ©Icftroted^nif u. f. m. 
notroenbig merbenben matliematifd^en ©ntmidflungen 
otine aWül^e ju folgen. 2ln aSorfenntniffen oerlangt 
ba§ S8ud^: bie niebere 2llgebra unb ©eometrie, 
forote ben ©oorbinatenbegriff. .^n ber jmeiten 
^dlfte merben aud^ nod^ bie ©leic^üngen ber gera* 
ben Sinie unb ber Äegelfd^nitte ate betannt 
DorauSgefe^t. 

3)er bel^anbelte Sel^rftoff befd^ränft fid^ auf bie 
S)tfferentiationbcreypIiciten Functionen 
einer Variablen unb beren einfädle Slnmenbun^en 
auf elementare unb analgtifd^e ©eometrte, 
auf bie Seigre oon ben SRayima unb SÄinima, 
auf bie SReil^enentroidElung unb einige ^Begriffe 
ber ajled^anif. 



93ei ber äbfaffung btcfc§ 95ud^e§, ba§ au§ bem 
Scbürfni§ be§ Unteramts l^crt) orgegangen ift, rourbe 
überall eine ftare, leidet uerftänblid^e ^arfteffung ber 
Segriffe unb 2lbleitungen angeftrebt. S)ie entroidfeften 
Formeln nnb @ä^e finb ftetS burd^ au§füI|rUd^ ge= 
löfte 2luf gaben unb 93eifpiele erläutert, benen bann 
immer eine gro§e ^df)l oom Sefer felbftänbig ju 
löfenber Übungsaufgaben folgt. SDie SRefultate ftnb 
ftet§ beigefügt, um ben Sefer bat)or ju bema^ren^- 
fxii) mit einem falfd^en 9tefultat jufrieben ju geben. 

95etm ©ntftel^en biefer 2lrbeit mürben mir ja^t 
reid^e 2lnregungen Don meinem Äo Hegen, ^erm Dr. 
^. SBallbott juteil, mofür id^ bemfelben meinen 
beften 2)anf auSfpred^e. 

., Singen, ben 15. SRai 1901. 

1|. ®rünliaum. 



§ 1. i&0nfiante un^ ^evätt)»etU<^e. 

®ic SBcgriffe, bie bcn Übergang oon bcr nieberen 
jur l^öl^ercn aJlatl)cmatif vermitteln, finb ber ^aupt- 
fad^e naä) ber 93egrtff ber „oeränbcrlid^en ®rö§e", 
ber „Function'' unb ber „®renje". 3Äit il^nen 
werben wir un§ in ben §§ 1—10 befc^äftigen. 

L @ine ®rö§e, bie ftet§ einen unb benfelben 
SB3ert befi^t, l^eijst eine „unoeränberlid^e ®ro§e" 
ober eine „ßonftante". 

8 

3. 93. 1, 4, — 1, ^, + 1/5; 7c = 3,14159 

©onftante @rö§en finb ebenf : ba§ @eburt§|al|r eine§ 
2Renf(^en, ba§ 2lltcr eine§ SBerftorbenen, ber 9lominot 
wert eines 2Bertpapier§ u. f. ro. 

II. @ine Orö^e, roeld^e oerfd^iebene SBerte (im 
2Hlgemeinen unenblid^ t)iele) annehmen fann, I|ei§t 
eine „oeränberlid^e ©röjje" ober „SBariable". 

3. 95. SJBenn man fagt : g möge eine ganje QaS)l 
bebeuten, bann ift babur^ für g fein beftimmter Sffiert 
feftgcfe^t, fpnbem g fann unenblic^ oiele SBerte be* 
fi^en, 5. 93.: 1, 2, 3, 4, 5 ... . ober — 1, — 2, 
— 3, — 4, .... g I|eiJ3t in biefem gatt eine oer* 
änberlid^e ©röjje. » 

3)efiniert man x al§ einen pofitioen, eckten 93rud^ 
mit bem Slenner 20, bann giebt e§ für x nid^t bIo8 
einen, fonbern oiele SGJerte. 

^ = ^/ 1/ lo, ^, • • • • i, ^ if* mieberum 
eine 93ariable. 
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©bcnfo tft bcr ,,^)cei§umfang" eine ocränbcrlid^e 
@rö§c, benn er nimmt (bei ücrf d^icbencn Greifen) v^t^ 
fd^icbenc SBcrtc an. 

SBariablc finb ferner: ®a§ 2llter eine§ Sebenben, 
bie $ö^e be§ 35arometerftanbe§, bie 2^emperatur eine§ 
Äörper§, ber Äur^ioert eine§ 3Bertpq)ier§ u. f. ro. 

III. ©onftante pflegt man mit ben erften S8uci^= 
ftaben be§ 2llpt)abet§ (a, b, c, a, ß, y) ju bejcid^nen, 
Sßariable mit ben legten (x, y, z, ^, vi, C). 

§ 2. ^tttictiott. 

I. ©inb jmei ueränberlid^e @rö§en x unb y ge== 
geben, unb ift jebem SSSert oon x ein SBert von y in 
genau beftimmter SGJeife jugeorbnet, bann nennt man 
y eine ^^i^ction von x. 

Sei j. 93. X eine ganje pofitiüe S^f)l unb y ftet§ 
ba§ Duabrat t)on x, bann finb ben SBerten 
x=l x = 2 x = 3 x = 4...bie SSSerte 
y = l y = 4 y = 9 y = 16... jugeorbnet. 

überl^aupt entfprid^t bann jebem SBert oon x ein genau 
beftimmter SBert oon y. .^ier ift alfo y eine Function 
t)on X. 

@S bebeute x bie ganjen ©tunben t)on SKorgenS 
6 bi§ 2lbenb§ 5 Ul^r eineS 2:age§ im Qutt/ y fei bie 
babei ftattgel^abte Siemperatur (in SR6aumuregrabcn). 
®ann entfpred^en ben SBerten t)on x 
X = 6, 7, 8, 9 . . 3, 4, 5 bie SBerte 
j = 13^ 14^ 15«, 17« . . 23«, 22«, 20«. 
y ift alfo eine Function pon x. ^ 

II. SBeitere 93eifpiele t)on Functionen: @in be* 
megter Äörper l^at in jebem SlugenblidE feiner 33es 
megung einen beftimmten SBeg jurüdE gelegt ; alfo ift 



— 3 — 

bct aScg eine ^^^ction ber 3^^. — @in ©tab 
t)on unx)eränberlid^em ®ert)id^t l^at für j|cben SBert 
feiner Siemperatur eine beftimntte Sänge ; alf o ift feine 
Sänge eine Function feiner 2:entperatur. — 2)er Äreig:^ 
tnl^alt l^at für jeben aBert be§ SftabiuS ' eine beftimmte 
®rö|e; alfo ift ber Ärei^inl^alt eine Function beS 
SftabiuS /. 



§ 3. f(ritl^mettf<i^e Satftellttttg 
)>et S^ttttctiottett "^uväf ^afftUcu utU) 

meid^itttgen. 

I. Um bie entfpre^enben SBSerte jroeier SBeränber^ 
lid^en x unb y einanber jujuorbnen, bebient man fid^ 
am einfad^ften ber S^abellenform. S)ie8 gefd^iel^t 
bcfonberS bei gi^J^ctionen, bie in ber ^tigfit ©i^emie 
unb Sed^nif Dorfommen. 

©ejeid^net man beifpiefömeife ben SrudE, meldten 
eine allfeitig eingefd^Ioffene ®antpfmenge ausübt (in 
SKtmofpl^aren au§gebrüdEt), burd^ x, bie I)ierbei not* 
roenbige 2:emperatur (in (£elfiu§graben) burd^ j, bann 
ift y eine Function t)on x, meil ju jebem SBert Don 
X ein beftimmter SBert Don y gehört. 3)en naiveren 
^ufammenl^ang jmifc^en x unb y fann man in einer 
^abeOe au^brüdfen: 



x (Sltm.) 



X 
X 
X 

X 
X 



= 2 
= 3 

= 16 
= 25 



y C ®.) 



y = 100 

y = 121 

y = 145 

y = 203 
y = 226 



X (Sltnt.) 


y (• «.) 


X — 50 
X — 100 

X r- 200 

X — 400 


y — 265 

y — 311 

y — 363 
y 423 



1* 
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2lud^ bie tnatl^ematifc^cn XobeDen, n)ie Duabrat* 
unb Äubif jal^ltabetten, @inu§«=unb logatitlimif c^e 2:af ein 
jxnb fold^c ^wnctiottgtabeHen. 

n. @tnc jroeitc %A, t)crmittelft toeld^cr man y 
ote eine gundion oon x barftetten fann, befteljEit barin, 
ba§ ntan mit x irgenb meldte Sied^enoperation ijor- 
nimmt unb beten ^efultat gleid^ y fe^t. 

3. 93. Unter x moHen mir eine ganje pofitioc 
3al|l oerftel^en ; erlieben mir nun x inS Duabrat unb 
abbieren fiierju bie 3^^^ 3, bann crl^alten mir eine 
neue S^% ^^^ w)i^ y nennen moQen. 8B8ir erl^alten 
bann folgenbe ^^^^bnung: 

2lu§ X = 1 mirb gebilbet 1* + 3 = 4 alfo y = 4 

,, x = 2 ,, ,, 2« + 3 = 7 ,, y=7 

,, x = 3 „ ,, 3^ + 3 = 12,,, y = 12 

x = 4 ,, ,, 4« + 3 = 19,, y=19 



ff -^ — ^ // // 



@8 ift atfo in ber Xl^at jebem SBert von x ein 
ganj beftimmter SBert t)on y jugeorbnet. y ift alfo 
eine ^nction t)on x. ®ie Sart unb SBeife, mie y auS 
X gebilbet ift, f ann man burd^ eine ® I e i d^ u n g au§= 
brüdfen : y ift gleid^ bem um bie 3^^^ 3 uermel^rten 
Duabrat t)on x, alfo 

y = X« + 3. 

@benfo mirb burd^ irgenb eine anbere ©leid^ung 
jmifd^en x unb y, etma burd^ 

1 

eine Function t)on x bargefteHt. ©e^e id^ l^ier nad^= 
einanber für x bie SBerte 0,1; 0,2; 0,3; 4; 10; 

101 , bann erfialte id^, menn i^ bie burd^ bie 

@Ieid^ung angebeutete Sted^enoperation au^fül^re, für 
y bie SDBerte 



y = 



y = 



0,1 — 1 

i___ 

0,2—1 

1 

0,3—1 

1_ 

4 — 1 
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= -Ull.. y = 



= -1,25 y = 



10 — 1 

__J_ 

^ "" 101 — 



= 0,1111.. 



0,01 



= — 1,4285... 



= 0,3333 



aBicbcrum cntfprtd^t alfo jcbcm 9Bert t)on x ein 
SBcrt von y. 

ni. 3n ganj gleid^cr Sffieifc rocrbcn burd^ bie 
@Ieid^ungen : 

y =r sin X y = log x y = (1 ~|- x) cos x 

f^unctioncn t)on x bargcftcBt. SBir fönncn alfo ju- 
famtnenfaffcnb fagcn: ^fi^genb eine ©Icid^ung, in roeld^er 
y burd^ X auSgebrürft ift, ftellt y ate Function t)on 
X bar. Um ganj allgemein au^jubrüden, ba§ y als 
S^unction non x gegeben ift, bebient man \xq ber 
folgenben ©d^reibroeife: 

y = f (x) (y = f-^unction t)on x) 
y = (p (x) (y = (p'^wnction t)on x) 
y = P (x) (y = @ro^ F^^^unction t)on x) 

u. f. xo. 

Sitte biefe SluSbrüde f (x), 9 (x), F (x) 

fotten anbeuten, ba§ mit x eine beftimmte 9ied)en= 
Operation vorgenommen mürbe, beren 9tefultat y ift. 

IV. 3n ber ©leid^ung y = f (x) merben alfo ber 
SSariablen xmillÜirlid^e SBerte beigelegt unb barauS 
bie zugehörigen SBerte t)on y bered^net. SJlan nennt 
beSl^alb X bie „mittfürlid^e" ober „unabl^ängige 
SBariable", y bie „abl)ängige SJariable". 
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ayian fatm aber jebc ©Icid^unfl y = f (x) aud^ 
na6) X auflöfcn, b. ^, alfo x atö Function von y 
barfteUcn. 

3.99. Sft y = x^ banntftx= + V'y 

y = log(a) X „ ,, X = ay 
_ 1__ _ l + 3y 

y ~ x-3 " """^ y 

bann ift X jur abliängigcn, y jur unabfjSngigcn 
SBcränbcrli^cn geworben, hierin Hegt jugtei^ ber 
©a^: ;3ft y eine g^unction t)on x, bann ift im SID- 
genteinen aud^ x eine g^unction t)on y. ^at man eine 
Function y = f (x), unb löft man biefe ©leici^ung 
nad^ X auf, bann erljält man irgenb eine ©leic^ung 
X = 9 (y), meiere bie „umgelel^rte" ober „in^erf e 
Function" oon y = f (x) l^ei§t. @§ ift alfo: 

x = -f:|/'y bie inoerfe g^unction non y = x^ 
X = ay ,, „ „ // y = log(a) X 

,_i + By V--J— 

y unb umgefelirt. "^ "^ 

V. ;3ft y burd^ eine ©leidiung ate Function oon 
X gegeben, bann fann man ba§ gunction^oerl^ältni^ 
natürlid^ aud^ burd^ eine 2^abeKe barftetten, inbem 
man für x beliebige SBerte annimmt unb bie juge- 
l^örigen SBerte oon y bered^net. 2lu§ einer . S^abeCc 
IäJ3t fid^ aber nidtit in alten gäHen eine ©leid^ung 
reconftruieren. 

Srttttctiottett^ 

L Um eine Function, bie in S^abellenform 
gegeben ift, anfd^aulidi barjufteHen, bebient man fid^ 
läufig ber fogenannten grapljifd^en 3)arftellung. 
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SBiH man beifpicteroeifc bcn* im § 2 genannten 35er* 
lauf ber Temperatur eine§ ;3ulitage§ ju anfd^aulid^em 
2lu§brud bringen, fo trägt man bie ©tunbenjaf|I auf 
einer beliebigen ©eraben ab, inbem man eine be* 
ftimmte ©trerfe al§ ©inlieit mälilt, errid^tet in ben 
©nbpunften @en!red)te unb trägt auf biefen bie 
2:emperaturjiffer ab (mieber unter ^^fl^^^^^t^ßiii^S 
einer beftimmten @int|eit). ®ie ©nbpunfte aller Sote 
jeigen bann ben SBerlauf ber 2:emperatur. (93gl. ^xq. 1.) 



£v^« 




-r-7 



n. 8B3ill man eine burd^ eine ©leid^ung y = f (x) 
gegebene Function anfd^aulid^ barfteHen, bann bebient 
man fid^ am beften ber in ber anal^tifd^en ©eometrie 
gebräud^li(^en ©oorbinatenfgfteme. 3Äan ftel|t bann 
leidet, ba§ jjeber gi^nction y = f (x) eine ©uroe 
entfpridfit. ^m 9lad^folgenben foUen nun einige ber 
einfad^ften unb jugleid^ miditigften Functionen unter* 
fud^t unb il^re ©uroen gejeid^net merben. 

ni. ®ie für bie ©lementarmatl^ematif mid^tigften 
Functionen (bie nun jur 93efpred^ung gelangen) finb: 



y — x" 


y — 


a^ 


y — log X 


y — sin X 






y — arcsin x 


y cos X 






y — arcos x 


y tg X 






y arctg x 


y — cot X 






y arcotg x 
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§ 5. $ie ^otett$fttticti0tt. 

2lu§ ber aScränberlici^cn x fann man eine SBer«^ 
änberlid^e y ableiten, wenn man x in bie s-te $otenj 
erl^ebt unb ba§ SRefultat gleid^ y fetjt. 3)ie jo ge* 
bilbete ^ii^ction fann burd) bie ©leid^ung y = x" 
bargeftefit merben unb fülirt ben Flamen „^^sotenj^ 
function''. Um un§ ein anfc^auIid^eS Silb biefer 
gunftion ju oerfd^affen, nefimen mir für x eine gro^e 
ainjal^I oon 9Q3erten beliebig an unb fud^en bie ju* 
geliörigen SBerte oon y, bie mir bann in ein red^t^ 
minfligeg SÄjen^ijftem eintragen. 3)abei muffen 
mir bejüglid^ n mel^rere gäKe unterfd)eiben: 

©rfter galt: n fei eine ganje pofitioeunb ge» 
r a b e 3 ci t) I. 3- ^- y = x*. 9Bir macfien un§ nun eine 
2:abeKe, inbem mir für x mißfürlid^e SBSerte annel^men 
unb bie jugef)örigen Söerte t)on y baneben fd^reiben. 

Um bie ®urt)e, bie ber Function 
y = X* entfprid^t, genau ju Der= 
jeid^nen, muffen 



V = X 



J^ y = 





1 

1 

2 
3 
4 



00 



h 

1 

2 
3 
4 





i_ 

T6 
1 

16 
81 
256 



00 

1 

T« 
1 

16 

81 

256 



mir für x aUe 
mögtid^en 9Q3erte 
jmifdfjen — oc unb 
4- 00 annel)men. 
@§ genügt jebod^, 
menn man fid^ ein 
ungefäl^reS 93ilb 
ber ®urt)e madtjen 
fann; unb tiierju 
genügt fd^on eine 
geringe 3[nja^lt)on 
SBerten. Üluntra- 
gen mir jebeS 
^^aar juf ammenge= 



fM 



! I 






tf. 



1 









— Qo i-f- 00 t)öriger SiBerte t)on x unb y in ba§ 
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©oorbmotctifgftetn ber ^ifl^i^ 2 ein unb uerbinben 
bic fünfte burd^ einen ©utDenjug. ®ie fo entftelienbe 
®urt)e ift bann ein jiemli^ treueg SBilb ber Function 
V = X*. (S)ie entftel)enbe Suroe ift eine burd^ 
oen O^^unft gel^enbe, parabeläl^nlic^e ©uroe, bie bie 

SSlye jur ©gmmetrielinie l^at. ©ie oerläuft in jroei 
rmen inS Ünenbliifte. @anj äl^nüd^e ®urt)en ge= 
I>ören ju ben i5^nctionen y = x*, x*, x® .)• 

Stoeiter %aiix n fei eine ganje pofitioe aber 
ungerabe 3ö^I. 

3. ö. y = X« 

•^ier erhält man eine bucd^ ben 
Os^unft gel)enbe ®uroe, bie in bie= 
fem ^unft eine SBenbung (ßber= 
gang t)om ©onöejren in§ ©oncaoe) 
mac^t unb ballet SBenbeparabel 
I)ei^t. Sl|nli(i)e ©uroen merben 
au(| burd^ bie ©leid^ungen y = x*, 
x'' u. f. xo. bargeftettt. ?lur y = x^ 
=• X ftettt eine unter 45® jur x* 
Slje geneigte ©erabe bar. 



X 


y 








1 

2 

1 


1 


2 


8 


3 


27 


4 

• 


64 

• 


• 


• 
• 

-f- 00 


1 


1 

H 
1 


— 2 


8 


3 

• 
• 


27 

• 
• 


• 
• 

— ao 


• 

— 00 



2)ritter gfaß: n fei eine ganje negative unb 
flerabe S^^i. 

3. ö. n = — 2 alfo y -= x-* = -^ 

{^m Slad^f olgenben bejeid^nen roir mit + eine f el^r 
tleine pofitiüe, mit — eine fel^r Heine negatioe @rö§e.) 
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X~2 = 



1 



X 


y 





<x> 


* 


25 


f 

1 
1 


6i 

2? 
1 


2 


i 



oc 



1 

5 



1 



oo 
25 

6i 



3)ie bcr Function y = x - ^ 
cntfpred^cnbc ©uroc beftelgt wie man 
au§ gig. 3 crficl^t, au§ jnjci ge- 
trennten 3tt>ci9^ii/ bte ]^tnfx(|tlici^ ber 
ysSje ju einanber fgmmetrif^ fmb; 
jeber ber beiben Steige ge^t in 
jwet Slrmen in§ Unenbü^e unb 
fonnnt bobei ben beiben Sljen immer 
naiver unb ndl^er. 2)ie Slyen l^ei^en 
bepalb 3lfgmptoten ber (£urt)e. 
@anj öl^ntt^e ®urt)en entfpred^en 



ben Functionen x 



— 4 



— 6 



u. f. m. 



Vierter gfatt: n fei eine gange negative aber 
ungerabe Soi)L 

3.g3.y = x-^ ober 

Y= 1 





JL 
5 

J8 
5 

1 

2 
3 

— 

i 

6 

1 

5 



QO 

5 

-^2 



2 
1 



— oc 
—5 

Ol 



^nä) biefe (Suroe befielet, wie 
man au§ ^ig. 3 erftel^t, au§ 2 ge- 
trennten 3w)eigen, oon benen jeber 
fidö in 2 2lrmen in^§ Unenblic^e er- 
ftredEt. ®abei ift mieber bie x= unb 
Y'Slje Slfgmptote. :3eboci^ ift feine 
oer beiben 9Ijen ©gmmetrielinie. 
SO^nlic^e ©uroen fmb mieber y := x - ^ 
X -^ u. f. xo. 
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pnftcr Bfaü: n ift eine gebrod^enc Bal^I 

g.SB. y = X I = -f/r» gür ncgattee SOScrte üon jx 

cyifttercn feine reeßen SKerte oon y. 
5ür jeben pofitioen SBert t)on x 
bagcgen, gtebt e§ je jioei, nur 
burd^ ba§ SBorjeid^en oerfd^iebene 
SSBerte tjon y. SBergl. gig. 3. 



X 




y 



1 


— 


- 

- 1 


2 
3 
4 


± 2,8284 

-- 5,2963 

8 


5 

• 


+ 11,1805 

• 


-h'oo 


— 


• 




2lu§ ben bi§l|er bel|an= 
belten ^otenjfunctionen 
laffen fid^ butd^ Qn^ 
fammenfe^ung eine un* 
begrenjte i[n jal^l weiterer 
Functionen bilben, bie 
ftd^ in ber gleid^en SDBeife 
geometrif d^ burd^ ©uroen 
Deranfd^aulid^en laffen. 



@§ foüen bie nad^folgenben Functionen burc^ 
©uroen üeranf^aulid^t werben. 

1) y = 4 (^araüele jur x^Slje im Slbftanb + 4> 

2) y = x2 - 1 (^arabel; bie ^auptaje faßt mit 

ber y^Slje jufammen; ©d^eitel l^at t)om 
0=:^unft bie (äntfernung — 1) 
= 2 X + 5 (©erabe) 

= 1 + x^ + ^' 



3)y 

4. y 

5. y 



(^rei§ mit 5Rabiu§ 3; 
3JlttteIpunft im O^^unft.) 
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6-y = ±i'^9 — x^ (@Dtpfe, amttelpunft 
im 0««ßunft. ®ro§e Slje = 6. Älcine 
Slje =_3) 
7. y = X -j- /x 10.y= ^ x« 

*'• y — ; — ö • y X» 9 

12. y=db/(x-l)(x-4) 



X — 3 
9. y = — X* 



§ 6. ^ie C^s|»i>ttetiti<i(fttnftif>tt mtl» bie 

L SEßirb bie öaftS einer ^oten§ conftont unb 
Qhi6) hex pofttioen S^^^ ^ erl^alten, ber @^onent 
obet al§ eine oeränberlid^e @rö^e x betrad^tet, bann 
entfielet bie Function y = a ^ bie al§ „Syponen» 
tialfunction" bejeic^net roirb. 93ei ber geontetrifd^en 
SSeranfd^auUc^ung muffen mir jroei oerf(|iebene gäHc 
unterf d^eiben : 

©rftcrgfoK: a> l j.i». a = 2. 3«foy = 2'^ 

y = 2» 



X 


y 





1 


1 


1,4142 
2 


f 
2 


2,8284 
4 


3 


8 


4 


'16 


— g 


1 

28 


— 1 


i 


2 


i 


— 00 
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S'mtittt SaQ: 

y = (i) ^ 
y = ihr 



a < 1 j. », a = i. 3Kfo 




1 
2 
3 

00 

— 1 

— 2 

— 3 

— 4 

— 00 



1 

2 



1 





S)ie 5u»rftton y = a^ fteQt 
olfo, tote au8 ^Jig. 4 erftd^tl^, eine 
@;un)e bar, bte oöQi^ oberl^alb ber 
x»3lje oerlduft unb biefe jur Slfj^mp» 
tote ^ot. 3fm %aXi a > 1, loirb y 
für X = — oc ju 0. ^m 5oU 
a < 1 bagegenfür x =■ + oo ju SJhiU. 



2 
4 

8 
16 



*> 



II. ßöft man bte ©Ici^ung y = a ^ nai) x auf^ 
batm erl^ält man bic int)ctfc Function x = log y. 

(SBetgl. § 3. IV.). 3)te „logatitl^mifc^e Function" 
y = log X fann alfo burd^ bicfclbe ©utDC bat:« 

(a) 

geftcQt mcrbcn mic y = a ^; 
nur ^t biefe ©uroe eine 
anbete Sage, meil bie Sljen 
X unb y mit einanber x)tt^ 
taufet fmb. Stimmt man 
}. ®. a = 10, alfo 
y = log X, bann erl^ält 

(10) 

man folgenbe Xabeße: 

(gut neflatit)e SBerte 
t)on X giebt eS feine reeßen 
Sßerte uon y. 2)enn ift 
y = log (— p), bann mu§ 

(10) 

aud^ bie int)erfe ©leid^ung 
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y 


— log X 

(10) 


X 


y 





— 00 


0,1 

0,3 

0,7 

1 


1 

— 0,52288 

0,1549 



2 
3 
10 


0,30103 
0,47712 

1 


100 


2 


00 


00 



gelten: — p = IQy, SBitb nun 
y pofttit) ober negatio genommen, 
fo xDxxh ftetS 10 y pofitio unb 
niemals negatio, aljo ift bicfe 
le^te ©leid^ung unmögüd^, fomit 
aud^ bie erfte. 3)ie ®uroe f)at 
alfo bie in gig. 5 bargeftcHte 
fjorm.) 



§ 7. Sie trigon0met¥tf (^ett ^nncüoneu. 

I. 3)ie in ber 3)ifferentialred^nung gebräud^s 
lid^en trigonometrif^en Functionen finb oon betten 
ber ©lententarmatl^ematif burd^ il^re Definition Der^ 
trieben. @§ befielet jroifd^en beiben aÖerbingS ein 
naiier ä^f^ntmenl^ang, ben wir aufjujeigen l^aben. 

93ei ber ©ejinition ber genannnten ^imctionen 
gelten mix t)on einetn mit bem 9labiuS r = 1 ge= 




jeid^neten ÄreiS (®in^eit8!rei8) auS. STuf ber Pe- 
ripherie biefeS SreifeS fe^en mir einen ^untt A afe 
3lnfangSpuntt feft unb oerbinben il^n mit bem SOWttct 
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punft bc§ Ärcifeg burd^ eine fefte @erabe (^ifl. 6). 
3)ie Steigung jebeS anbeten burd^ ge^enben ©tral^leS 
OS beftimmen roir nun burd^ ben ©ogen AS = x; 
unb ixoax xooiizn mix biefen Sogen al§ pofitit) be= 
trad^ten, wenn er oon A nad^ oben, al§ negatio, 
Toenn er t)on A nad^ unten ju meffen ift. 3^^!^^^ 
bem Sogen x unb bem jugel^örigen SBinfel a be= 
ftel^en nun folgenbe einfache S3ejie|ungen: ®er Um- 
fang be§ Äreije§ Dom 9labiu§ r = 1 ift 2 7r; bie§ 
entfprid^t einem SBinfel t)on 360^ in äöinfelma^. 
g^emer entfprid^t einem SQBinfel von V ein Sogen 

Don -^^zr- unb enblidb einem SBinfel t)on n® ein Sogen 

27r 

n • -ößTT- 3W<^^ ^^^^ <^tfö jebe in 3BinfeIma§ ge= 

meffene Stid^tung audfi leidet in Sogenma^ umred^nen 
unb umgefel^rt. @§ feien im 9lad^folgenben für einige 
mistige aBinfelmerte bie jugeliörigen Sogenmerte 
angegeben : 



@§ entfprid^t alfo 








einem ^EiSinfel oon 


ein 


Sogen 








27C 


TT 


1^ 








^u 




360 


180 






TT 




30» 




6 




60» 




TZ 

3 

TT 





450 

4 

900 _ 

120« ~ 



16 



einem Sffiinfel t)on ein Sogen 



135« 
150« 



4 

5x 



180<^ X 

2700 4;L 



360« 2 TT 

?ämmt man aud^ SSBinfel über 360« an, inbem 
man ben gletd^en SBtnfelraum ein jmeiteS, britte§ u.f.ro. 
aWal burdilSuft, bann mirb aud^ ber jugel^örige 93ogen 
ein jmeiteg, britte§ 9JlaI burd^ taufen; einem SBinfet 
t)on 750« entfprid^t bann ein SBogen 750 • 2 ic 

25 iz ^^^ ~ 

= TT . 4^ u. ä. JEBir merben t)on je^t ab äße 



6 

SRid^tungen fiet§ in 93ogenmag angeben. 3»n§befonbere 
merben mir ftetg oon sin, cos u. f. m. eine§ SogenS 
fpred^en. 

n. Unter bem Sin be§ 95ogen§ AS = x — 
sin X -- oerftel^t man bie oon bem ©nbpunft S auf 
bie 2lye gefällte ©enfre^te SC; unter cos x bie l^ier» 
bei entftelienbe ©trede OC; mobei bie SBot^eid^en mie 
beim ©oorbinatenfgftem ju beftimmen ftnb. 5Der 
3ujammenl|ang mit ben SBinfelfunctionen mirb bur(^ 
bie folgenben ©lei^ungen l^ergefteHt: 

SC SC 

sm a = — — = "Y— = sin x 

Ob 1 

OC OC 

cos a = -p— - = -— = cos X 

Oo 1 
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yia6) bem pgtliagorcifd^en Sel^tfa^ ift 
SC« + 0C2 = OS*; dfo au^ 
sin* X + cos* X = 1 

in. Um ig X ju befinircn, crrid^ten roir in A^ 
um cot X ju befinircn in A' eine 2:ongcnte an ben 
ÄreiS; bann nennen mit bie ©trerfen 

AT = tg X 
A'T' = cot X. 

2)ie ©leid^ungen: 
AT AT 

*^ * = öÄ = "1- = *» ^ 

A'T' A'T' 

cota = tg (900 — a) :^ ^±_ ^ iLi_ = cot x 

fteHen mieber ben 3wfömmenl)ang mit ben in ber 
Slementarmatl^ematif gebräud^tid^en Functionen tg 
unb cot bar. 

Übtttigdauf gaibeii : 

1) 8DBeId^e§ 93ogenma§ entfprid^t: a) einer 3Äinute, 
b) einer ©efunbe in SBinfetma^? 

2) aQBeI(^e§ 93ogenma§ entfprid^t ben aBin!eIn: 

67 30' 

400 53' 

270« 58' 

1230« ? 

3) 3BeId)e Steigung in 93ogenma§ l^aben jmei 
fenfred)te ©erabe ju einanber? 

4) Sffield^en ^ö^tenmert I)aben bie SluSbrüde 

^^L ^^L ^^0 ^^C 

sin -^; cos -g-; tg -j-; cot — ? 
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5) @benfo bic 2luSbtürfe 



3 TT 



sm X 



cos X 



sin (4J 7c); cos (8 tu); tg (-g-)' ^^^ (^ ''^)* ? 

6) SDie Stid^tigfeit folgenbcr gormeln foB bar* 
getl^an tDerben: 

sin (x -|- 2 II ^) = sin X 

cos (x + 2 n tt) = cos x 

% (x + n Ttr) == tg X 

cot (x + n tt) cot X, 

Töobei n eine ganje 3^^^ bebeutet. 

7) ®ie folgenben iJotmeln fmb abjulciten! 

= cos (-J- x) 

= «^° (t - ^) 

tg X = cot (y — x) 

cot X = tg (y — x) 

8) @benfo bie gormein! 

sin X = sin (w — x) 
cos X = — cos (tt — x) 
tg X = — tg (ic — x) 
cot X = — cot (ic — x) 

9) @benfo bie fjormeln! 

sin X = — sin ( — x) 
cos X = cos ( — x) 
tg X = — tg (— x) 
cot X = — cot ( — x) 

10) ©benfo bie gormel tg x. cot x = 1. 



— 19 — 



§ 8. ^ortfe^itttg: 

I. 93ci ber gcometrifd^cn ©arftettung trigono* 
metrtf d^cr Functionen ift e8 ju)cdtmä§ig, bie x^Si^e in 
aSicIfad^c unb SBruc^teile ber Qa\)l % = 3,14159 
einjuteilen, xoÄl auf il^r bie Sänge ber Sögen beg 
@inl^eit8freife§ aufgetragen werben. 8Bäl|It man ju^» 
nad^ft aBerte t)on big 2 tt (0« big 360«), bann 
erl^alt man bie folgenben ^abeQen: 

y = cos X 





y ^ 


Sin X 




X 


y 


0» 








30» 


6 


0,5 


450 


4 


0,707 


60» 


3 


0,866 


90« 


2 


1 


120» 


2« 
3 


0,866 


135» 


3 « 
4 


0,707 


150» 


5 TT 

6 


0,5 


180« 


IT 






2100 



7 7C 



0,6 



30» 

45» 

60» 

90» 

120» 

135» 

150« 



210 



0« 



T 

K 

T 

2 7C 

3 « 

IT 

5 7t 



180« -K 



7 IC 



IC 



0,866 
0,707 
0,5 


— 0,5 

— 0,707 

— 0,866 

— 1 

— 0,866 

2* 
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225» 
240" 
270« 
300» 
315« 
330» 



5 IC 
T 

4 TC 

~T 

3 IT 

~T 

5 IT 

~3" 

7 IC 

4 

11 7C 



360» 2 7c 



sin X 

y 



0,707 


225" 


0,866 


240» 


1 


270» 


0,866 


300» 


0,707 


315» 


-i.«.5 


330» 





360» 



y -^ 


cos X 


X 


y 


5 TC 

4 


- 0, 


4 w 
3 


- 0, 


3 TC 
2 





5 TC 

3 


0,5 


4 ip 
4 


0,707 


11 « 
6 


0,866 


2lT 


1 



SfHmmt man für x SIBerte an, bie größer ftnb 
als 2 TT, bannv^racrbcn ftd^ bie SBcrte t)on y = sin x 
unb y = cos X genau in ber gleiij^en SBetfe roiebers^ 
Idolen. Surd^Iäuft man x im negatit)en ©inn, alfo 

oon übet — -5-nad^ — 27r, bann erl^ält man für 

y = sin X unb y = cos x biefelben äBerte tüie 

3 TV 

3 beim Surd^laufen ber Slid^tung 2 tt über -^ 

nad^ 0. ®a§ l^ei^t alfo : bie ©inuS* wie bie 
«fT ®oftnu8curt)c 

T"^^ befielet au8 un^ 
enblid^ t)ielcn 

congruenten 
Sögen. (SBerg. 
5tg. 7.) 
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S)tc ©ittu^cutüe flimmt toic man ftcl^t, tl^rer 
©eftalt naö) mit bct ®ofxnu8curt)c t)öUig übctein ; nur 



% 



ift bie eine ber beiben ©uroen um baS ©lüdt ^ auf 

ber x^aiye uerf droben; bie§ entfprid^t ber au8 ber 
3:rigonometrie befannten gormel: - 

C08 OL = sin (90± a) refp. cos x = sin (-^ — xj 

n. Um bie Functionen y = tg x unb y = cot x 
barjufteHen, netimen mir für x junäd^ft nur SBerte 
jmifd^en unb tt an. Sllfo: 



y = tg X 
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y = cot X 
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9limmt man nun 
für X SBerte, bie 

f[rö§er fmb wie t: ober 
leiner n)ie 0, bann 
werben ftd^, rote man 
au§ ber S^rigonomc* 
trie mei^, bie SBerte 
für tg X unb cot X 
in ber gleid^en SReil^en:« 
folge mieberl^olen. @§ 
befielet alfo bie S^an- 
gen§- mie bie (Sotan- 
genScurre au§ unenb* 
lid^ oielen congruenten 
3meigen. (Sß.gig.S.) 



§ 9. Sie Kvettdfttttetitfttett. 

L Unter ben ,,Sttrcu§functionen" oerftel^t 
man bie Umf elirun^ (^fnoerfion) ber trigonometrifd^en 
g^unctionen. @§ fei j. 93. a ein gegebener 93ogen unb 
t ber jugel^örige @inu§ ; bann ift t = sin a. 9Bitt 
man biefe @leid)ung nad^ a auflöfen, bann mu§ man 
fagen: a ift berjenige SBogen (arcug), beffen ©inu§ 
gleid^ a ift. 3)ie8 brücft man burd^ bie folgenbe 
©d^reibmeife au§: 

a = aresin t (a gleid^ Arcus-Sinus t) 
@§ ift alfo: bie Umfetirung oon: 



a = arosin t 

a = arccos t 

a = arctg t 

a = arccot t 



t = sin a 
t = cos a 
t = tg a 
t = cot a. 
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3eid^nct man dfo bie ben Slrcugsgunctionen : 

y = aresin x 

y = arcGOs x 

y = arctg X 

y = arcoot X 
entfprcd^enben ®utt)en, fo mu§ man natürttd^crroeife 
bicfelbcn ©uroen crl^alten, bie bcn ©Icid^ungcn: 

X = sin y 
X = cos y 
X = tgy 
X = cot jr 

jugel^örigen. 3)ic§ finb aber bte in ben gig. 7 unb 8 
gejeid^neten ©uruen; nur ift bie x^'&jcz mit ber 
ysälye oertaufd^t. 

II. 2Cu§ allen bisher bc|E|anbelten ^^unctionen 
lajfen jtd^ nun burd^ gegenfeitige Slbbition, 9Dlulti= 
pltfation u. f. m. neue, jufammengefe^te ?^unctionen 
in unbegrenjter 3öi^l ableiten, ^thtt biefer Functionen 
fann man eine ©uroe jur (Seite fteHen. @§ mirb 
fpdter unfere Slufgabe fein, berartige jufammengefe^te 
?5unctionen nälier ju ftubieren. 

1) QS§ foH ber ®ang ber Functionen 

y = aresin x 

y = arcos x 

y = arctg X 

y = arcot X 
burd^ 2luffud|en ber einanber jugel^örigen SSerte oon 
X unb y beftimmt merben. 

2) Qeber SÄu^brucf 

y 3s arctang x, arcsin x u. f. Xü. 

ift oielbeutig, b. 1^. ju jebem SlBert oon x eyifticren 
oiele SBerte oon y (unenblid) oiele). SÜßarum? 



— 24 



3) mi^a SBerte tiaben bie lu§brü(fe: 



arsin 


(i)? 


(T'^'^i 


V"; 


V« 


arccos 


(i)? 


(|; ^ "3 


; i^; 


V « 


arcot 


(1)? 


C;^-. 


; 1'^; 


l^ n 


arctg 


(1)? 


(t; t" 


; 1«; 


Y n 






4) ©benfo bie 2lu8brücfe: 

arsin (0,45658) aresin ( 0,89751) 

arcos (0,65825) arcos ( 0,98217) 

arctang (0,24315) arctg (22,90376) 

arcot (0,98676) arccot ( 1,25717)? 

5) gotgcnbe gunctioncn foUcn gcomctrifd^ ücr== 
anfd^aulidit rocrben: 

y = 4 sin X y = 4 cos X 



y -= 

y — 


1 4- T^,' tg X 

l^sin X 


V = 

y = 


= 1 - ^^ 

= l/'tgx 


cot 


X 


6) Sbenfo bie Functionen: 
y — X . 2=^ y — 

y - 2^ + 1 y 

y — 8'° G) y ^ 


X« . 2^ 

2x2 

COS (1) 







§ 10. ®rettje. 

I. SSßenn eine ocränbcrtic^c @rö§c x einer con* 
ftanten Qdf)i g immer näl|cr unb näl)er fommt, fo= 
ba§ bie 2)ifferens g — x fdjlie^lid^ beliebig Hein wirb, 
bann fagt man bie Sai)l s märe bie ®renje von x, 
oberx conüergiere gegen g. §n mat^ematifd^en Qtiditxi: 

lim X = g (Simeö üon x = g) 



25 — 



SBetfpiele: 1) @tne aSerötiberttd^e x nel^me bte 
SBerte an: 






1 5 

5 



i + T'ff = H 

• • • 

• • • 



a) 



n-l 



SEBenn nun aud^ x immer größere unb größere 
SBerte annimmt, fo fann bod^ fein SSßert bie Qa^l 2 
nie überfc^reiten. gerner ift 



n 



= 1 



— 1 



= -:z:^= 0. 



)00 



2 — X 

2 — X 

2 — X 

2 — X 

2 - X 

für n = 00 mirb aber 2 

^t größer alfo x mirb, befto weniger unter* 
fd^eibet e§ fid^ von ber Qa\)l 2. SBir fagen alfo x 
l^abe 2 jur ©renje, ober x conoergiere gegen 2. 

lim X = 2. 

2. ©ei X befiniert al§ ed^ter 93rud^, beffen Qäi)Ux 
immer um ein§ Meiner ift ate ber 9lenner, bann fann 
e§ bie SBerte annelimen. 

Stimmt man liier für ben Q&f)Ux unb f omit aud^ 
für ben Slenner immer größere SBerte, bann mirb 
aud^ X immer größer unb größer, fann aber nie 
größer merben ate 1. gerner ift: 

1 - i = 1 1 - I = i 

— lf = | 1 — A=| 

1 — ^ = 1; alfo für n = 00 gteic^ 0. 
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3). ^. j|c größer x wirb, bcfto toenigcr unter» 
fci^cibet c8 ftd^ t)Ott 1; alfo ift 

lim X = 1. 

3 
3. 2)er 2lu§bru(f y = j l ^at für jcbcn SOßert 

X 

t)on X, ber gröj^cr ift tote 1 einen beftimmten «nb* 
lid^en SGBert. 



r X — 2 


ifty 6 


X — 3 


„ y —4,5 


X — 4 


.. y 4 


X — 5 


.. y - 3| 


X — 6 


„ 7 H 


X — 7 


„ y -^ 


X — 10 


„ y —H 


X — 100 


„ y — 33V 


X — 1000 


« y ^sis 


X —10000 


if y ^ssVs 



Se größer olfo x wirb, befto Heiner wirb ^, befto 
nö^er fommt aber y ber ^oübji 3. 2Kfo ift 

3 
lim T^ii^i = 3 (für X = 00 ). 

S)ie8 wirb aud^ folgenbermagen gefd^rieben: 

3 
lim -, r = 3 

II. 3)er 2lu§brucf , wobei a eine un- 

X OL 

oeränberlid^e ^cüji bebeutet, ^t für jeben SGBert oon 
X einen beftimmten SBert; fobalb jebod) x naiver unb 
nä^er an a I)eranrü(ft, mirb fomol^I ber ^&\iht tote 
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ber Slenncr immer fUiner unb f ür x = a crfd^cint 
bet SBrud^ in ber %ovm ^. 

S)er SluSbrucf g l^at feine eigentlid^e Sebeutung, 
fonbem fann gleid^ jeber beliebigen Qa^i fein. (Äu^ 
ber rid^tigen ® leid^ung : = . 1 7 folgt j. «. ^ = 1 7). 
@§ ermad^ft un§ ballet bie Aufgabe, ben ©renjmert 

lim x°-a° 
x-Ä X — a 

ju beftimmen. 

3u biefem Qxotd formen mir ben Slu^brurf, be* 
Dor mir jur ©renje übergel^cn nad^ ber befannten 
ijormel über geometrifd^e SReii^en um in: 

_:z — = X " -^ +ax°-24. a2 x"-» + a"-2 x+a^-^ 

X — a 

®ie SRid^tigfeit biefer ®leid)ung ergiebt fid^ au§ 
ber SBemerfung, bo§ ber re^töftel^enbe SluSbrudE eine 

geometrifd^e SReitie mit bem Duotientcn — barfteßt. 
©e^t man in biefer Steige x = a, bann finbet man 

lim ^" — ^" ^ a'^-i 1 a«-i I «n-i + . . * + a°-i 
x = a X — a ' ' ' ' 

ober: ^™ -^^"— - = n a^-^ 

x = a X — a 



in. SSSenn eine JBerdnberlid^e Heiner mirb, mie 
jebe noc^ fo Keine Qdi)l, b. i). alfo menn fie bie 
3a]|^I jur ©renje l)at bann fagt man, fie roerbe 
„unenblid)flein". 2Benn eine SSeränberlid^e größer 
mirb, mie jebe nod^ fo groge Qat)\, bann fagt man, 
bie 93eranberlid^e „road^fe unbegrenjt" ober fie merbe 
„unenblidti gro§". 
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ft]»ititd#aitf fial»ett : 

SBeld^en äBert liaben bie äluSbrüde: 

1) lim (1 + i + i + ^ + ) (f) 

2) lim (1 - i + i -i + tV - + ...) (f) 

3) lim (1 + 2 + 3 4- 4 + 5 + ) oo 



X 
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4) J™ ^-x <2')- 

5) lim ^* ~ f ^ (600) 

lim 3 X* + I X - 7 
-* x=ao 5 X« — 7 X + 1 ^^' 

8) ,>^« ^-^:r^ (4) 

9) lim x» - 2 X + 1 

^ x=oo X* + 7 X« 4- X — 2 ^ '' 

^[n ben 3 legten 2lufgaben bioibitt man, bcoor 
man jut @renje übergebt S^^^^ unb flennet butd^ 
bie l^öd^fte ^otenj oon x, alfo burd^ x«, refp. x®, 
refp. X*. 

§ 11. 2 ttfi^tige ®ten$tvette. 

I. ®er 2lu§bru(J 

y := (1 + ^)^ ^^"^ ^^ i^^^" ^^^'^ """ 2 einen 
ganj genau beftimmten SDBert, j. ^. 

für z = 0,1 ift y = 1,1*1= 1^271 
„ z = 1 „ y = 2' r=2 
„ z = 2 „ y = (f)» = 2,25 
z = 3 „ y = (t)» = 2,36.. 

u. f. m. 



,/ 
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5Rimmt nun z immer größere SDScrte an, bann 
wirb aud^ y größer; unb c§ entfielet nun bic tJtagc: 
SBitb y fd^Iie|üq uncnblid^ qxo% ober i)at eS einen 
enblid^en ©renjmert, ben e§ nid^t überfd^reiten fann? 
afl3ir fud^en alfo ben SBert beS 2lu8brudte§ 

läc (1 + \y. 

3Äan fielet f ofort, ba§ für z = c» bief er Slu^brudt 
bie unbeftimmte g^i^ 1^ annimmt. Um nun ben 
eigentlid^en ©rengmert ju finben, entroidteln mir 

(l + yY ^^^ ^^^ binomifd^en Sel^rfa^: 

(a + b)-» = a^+ n • a^-^ b +^?-^^ a-^-^b^ 

1 " J 

n(n-l)(n-2)^ 

' 1.2.3 ^ 

3)ann finbet man: 

(1 + L). = 1 + . . 1 + i^. ^ + 

z . (z — 1) (z — 2) 1 



• • • » 



1.2.3 z» 

z — 1 z — l.z — 2 

^1111 z + z z + - 

^^^1 .2 1.2.3 

unb nad^ einer meiteren Umformung: 

(1 + iv = 1 + 1 +L"zi + (^ - i) (1 - 1) 

\ ^ zj ^^^1 . 2 ^ 1.2.3 

. (1-7) (1-1) (1-1) 
1.2.3.4 

Sä§t man nun z unenblid^ gro^ merben, bann 
merben bie Jörüd^e 

aQe gleid^ 0. 



z 
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SKfo: 

Sffiir l^abctt alfo bcn 2lu8brucf in eine uncnblidbc 
iRcil^c Dcrtoanbelt. Um ju prüfen, ob biefc Steige 
einen enbli^en SBett tiat, oerglei^en wir fie mit 
einer anberen Sleil^e, beren SBert wir fennen. Sc&mlid^ 
mit ber Dom jmeiten ®Iieb ab geometrifd^cn SÄeil^e 

"T" ^ I ~2 r 2 2 • 2 ^ ' 2 ^ ' 

beren 8D8ert nad^ § 10 I gteid^ 3 ifi 
SBir l^aben bann: 



1 ' 1-2 ' 1.2-3 
1 . 2 . 3 . 4 ' 1 . 2 . 3 . 4 . 5 * ' =«"^(1+1-)' 

------------------------------ Z=QO 



®ie erften ©lieber ftimmen in beiben Stetigen 
überein. SBom 4ten ©lieb ab ift aber ftetS in ber 
jmeiten SReil^e ber 9lenner größer; 

1.2.3 > 2 . 2 
1.2.3-4>2.2-2 
1.2-3.4.5>2.2.2.2 
u. f. m. 

golglic^ ift t)om 4ten ®Iieb an jiebeS ©lieb ber 
jmeiten SHeilie Keiner al8 ba8 entfpred^enbe ber erften 
Steige. Sttfo ift bie 2te JRei^e Heiner alg bie crfte 

®. ^. Km (1 +\y<S. 

Z = 00 

@8 mu§ alfo notmenbigermeife für (1 + \y 
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ein ©renjToert ejiftircn. 9lenncn wir btefen ®renj* 
Toert e, bann ift alfo 



+ 



1.2' 1.2.3 ' 1.2.3.4 

3ur öcred^ttung t)on e l^abcn n)ir 

= 1,000000 

= 1,000000 



= 0,500000 
= 0,166666 
= 0,041666 
= 0,008333 
= 0,001388 
= 0,000198 
= 0,000024 
= 0,000002 





1 . 2 


1.2.3 


1 . 2 • 3 • 4 


1.2.3.4.5 


1.2.3.4.5.6 


1.2.3.4.5.6.7 


1.2.3.4.5.6.7.8 



1.2. 3-4. 5-6. 7. 8. 9 



e = 2,718277 

QSn auf 12 ©teßen genauer SBett t)on e ift 

2,718281828469 

8D8ir fönnen alfo j|e|t fagen 

lim (1 + \y = e = 2,71828 

z = c» 
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n. ®er 2lu§bru(f 

y = sin z 
z 

I|at für jeben SBert t)on z einen beftimmten Sffiert. 
%üx z = 2,, ift y = 

» z = -g- tft y = — 

U. f. tt). 

9ld]^ert fid^ jiebod^ z bcm SBert 0, bann ndl^ctt 
fid^ aud^ Sin z bem SSßett unb ber 93ruci^ 

erlidit bie gorm @§ ergebt ftc^ alfo ^ier bie 

0* 
fjroge nad^ bem SEBert be§ ÄuSbrudES: 

lim sin z 
z = z 

<3n ber gig. 9 befielet bie Sejiel^ung: 

ShreiedC OSC < Sector OSA < 3)reiedE OTA 
ober: PC. 80 < SA. OA < TA. OA ' 

2 2 2 

ober: cos z sin z <[ z <[ tg z 

unb wenn man biefe Ungleid^ung burd^ sin z bioibitt 

cos Z <C : <. 



sm z cos z 

Sfi^t man nun z = werben, bann finbet man 

1 < lim z < 1 



z=0 sin z 
b. 1^. lim z 



z=0 sin z 



= 1 
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alfo aud^ lim sin z 
z = 






z 



7a^.9* 




§ 12. ^ev Siffevensetiivitotiettt. 

I. J^ft bie aScrätiberlid^c y eine Function ber 
Sßeränberlid^en x, ift ettoa 

y = f(x). 

bann n)irb, wenn man x t)on einem beftimmten SBert 
ab wad^fen lä^t, y ebenfalls ftdE) änbern unb jmat 
entroeber mad^fen ober abnel^men. ^n beiben gatten 
fönnen mir nad) bem 3)laa§ be§ S33ad^fen§ (ober ?lb= 
ncl^menS) fragen. SBäd^Jt j. 93. x oon bem SBSert x 
bi§ jum aOSert Xj, bann mirb y oon bem SBert y= f(x) 
bi§ jum aBert y^ ^^ f(x.) mad^fen (ober abnelimen). 
S)ie 3wnal^me, oie l^ierbei bie aSeränberlid^e x er* 
faliren l^at, ift x - x* 
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btcjcnigc t)on y ift 

ji — j ober f(xi) — f(x). 

Um biefe 3una]^mcn mit cinanber ju uerglcid^en, 
mu6 man bcn Duotienten bilben 

y'-y ober ^^^'^-^^^^ 

Xj X Xj — X 

%üx bie SHfferenj x ^ — x fül^rt man jur 3lb=^ 

Klrjung ba§ 3^^^^^ A ^ (Delta x), für Yi — y ba§ 

gcid^en A y (Delta y) ein. hierbei foU jlebod^ A 

nid^t irgeno ein gaftor, jonbern lebiglid^ ein t)ot x 

A V 
ober y gefteHter S^bey fein. S)er ?lu8bru(f ^^ — 

La ^ 

ift bann bag SBerl^ältnig ber beiben ä^^^l^wien unb 
fü^rt ben Slamen 

„S)ifferensenquotient". 

SQBir fönnen alfo fagen: ®urd^ ben ©iffercnjen- 
quotienten 

Ay ^ yi-y ^ f(xi)-f(x) 

A X X, — X Xi — X 

mirb bie S^^ö^w^^ ^^^ ^i^nction f(x) mit ber Qw 
nalime ber SBeränberlid^en x cerglid^en. 

Seifpiel: ©egeben fei bie Function 

y = X« — 2 

gür X = 4 ift y = 14 
Xi = 6 ift yi = 34 

(S8 ift alfo X umbaS ©tüd Ax = 6 — 4 = 2 

y ,, .. ,. A y = 34-14= 20 

gewatj^fen. Um bie 3wnal^me Don v mit berjiemgen 
uon X ju pergleid^en, bilben mir oen SHfferenjen» 
quotienten: ^ y 20 10 
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3). }f. : 3>ie 3^^^^'^^^ i^^n y tft 10 mal fo ftarf 
als btcjcnige Don x. 

II. Um bie ©ad^c geometrif d^ ju Deranfd^aulidien, 
bcnfcn mir unS bie jur Function y = f (x) gel^örige 
©un?e gcjcid^nct. ©el^cti mir bann auf ber ©ume 
t)on P nad^ P,, bann nimmt x Don x bis Xi unb 
y uon y bis j^ ju. A ^ ^f* ^^^^ ^^^ 3ii^öl^mc ber 

3ttfciffe, i\j bie 3w^<^^wie ber Drbinate. ^-^ ift 

bann baS ^er^ItniS biefer beiben 3una]^men. 93et« 
binbet man P mit Pi, bann crl^ält man baS bei Q 
red^tminlttge S)reied PjQP. Slennt man nun a ben 
^infel, ben bie @ecante PP, mit ber pofitiuen x^^Slge 
bilbet, bann ift . 

®. 1^.: 2)er ©ifferei^enquotient ift gleid^ bem 
Tangens beS SBSinfelS, ben bie ©el^ne mit ber poft* 
tit)en xsSlye bilbet. 




m. (^m meitere SSetanfd^autici^ung bietet unS 
bie aWed^anif : @ei j. 8. t bie feit ^Beginn einer SBe* 



3* 
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roegung Derfloffene Qtit (ettoa in ©ecunben), s ber 
babei jurüdEgcIegte SBcg, bann gcl^ört ju j|cbem SBBett 
Don t ein beftintmter ^ett Don b. @§ ift alfo s 
eine Function t)on t, ctoa b = f (t). SBäd^ft nun 
t üon t big ti, bann wirb s üon s = f (t) bis s^ 
= f (tj road^fen. @8 ift bolzet 

^ t = ti — t = bie 3^^^^^^ ^^^ S^t 

/s^s = Si — s =f (t,) — f (t)=bie3una]^mebe8aGBeg§. 

SDBdl^renb ber S^t /\ t l^at aber ber in Sewegung 
befinblid^e Äörper ben SBeg A s jurüdtgelegt. 9Der 

S)ifferenjenquotient ^-^ gibt bal^er bie mittlere ©e* 

fd^winbigfeit beS Äßrper§ Don ber 3rit t bis jur 
3eit ti an. 

Q. 35.: gür einen frei fallenben Äörper ift 
B = ^ gt^ (g fei anndl^emb = 10). 

a[ft t = 5-, bann ift s = 125 m 
// ti= 7//, „ „ Si= 245 m. 
S)ie 3unal|me ber 3eit ift 7 — 5 = 2// = A t. 
,, beS SBegS ift 245 — 125 = 120 m = A s- 
S)ie mittlere ©efd^minbigfeit üon ber 5. bis jur 7. 

©ecunbe ift alfo ^ = 1|2 = 60 "^ 



A t 2 sec. 

IV. y fann, mie mir oben gefeiten l^aben, aud^ 
abnelimen, mäl^renb x junimmt. S)ann ift alfo y, <C y, 
alfo y^ — y = A y negatit); in biefem gafi tt>irb 

A Y 

alfo aud^ ber 3)ifferenjenquotient ^^-^ negatio metben. 

A ^ 

§ 13. ^ev Siffetentialqttotiettt 

I. SBäd^ft in ber Function y = f (x), mäl^renb 
X um baS ©tüd( A x junimmt, y um baS @tüdf 
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A y^ i^ann Iiaben ipir, toie wir im vorigen § fallen, 

in bem 2)iffercnjenquotientcn -^^ ein SWaa^ für bic 

3unal|me bct Function y = f (x). hierbei ift A ^ ^^^ 

fomit aud^ A y ol^ ^^^^ cnblid^e ®rö§c ju bctrad^ten. 

A V 
:3c nad) ber @rö§c non A ^ ^^^'^ ^^^^ <^^^ a^ 

Za ^ 

einen Derfd^iebenen SEBert l^aben. Um ballet ein Wtaa^ 
für bie Steigung ber Function an ber ©teile y 
ju l^aben, mu^ man A ^ mögUi^ft f lein nel^men; 
bann mirb im SlUgemeinen aud^ A y f^^^ ^^^^^ merben. 

^^-^ geminnt l^ierbei bie unbeftimmte gorm -^. ®^ 
entfielet infolge beffen bie Slufgabe, ben ©rcnjmert 

be§ 3lu§brudf8 ^-^ für A ^ = ju finben: 

@§ ift Ajr ^ yi -y ^ f (xQ - f (x) 

' A X Xi — ,X Xi — X 

SBirb nun A ^ = ^^ ^^^^ ^^^^ ^i = ^- 3Bir 
fönnen alfo aud^ fd^reiben: 

lim Aj ^ lim f(xO - f(x) 

Ax = OA^ X = Xi X, — X 

©iefer ©renjmert fülirt ben Flamen 2)if f erential^ 

dy 
quotient unb mirb mit -=-^ (De Ypsilon nad^ 

De Ix) bejeid^net. 9Äan fteUt fidt) babei nor, ba§ 
bie enblid^en S)ifferenjen Ay ^^^ A ^ in unenbli(§ 
Heine 3)ifferenjen (Sifferentiate) übergel^en; biefe un* 
enblid^ Meinen 3)ifferenjen bejeid^net man jum Unter* 
fd^ieb non ben enblid^en A y ^^^ A ^ ^hzn mit 
dy unb dx. fjür ,,®ifferentiaIquotient" motten mir 
un§ ber Slbfürjung D. Q. bebienen. 
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Scifpict: ®ie Function y = x' fei gegeben, 
unb e§ tüerbe für ben SBert x = 4 ba§ SÄaa^ ber 
3unal|me üon y gefud^t. Sä§t man x t)on x bt§ x, 
n)od^fen, bann raitb y t)on y = x' bis y, = x^* 

njad^fen. 3)er ®ifferenjenquotient ^^ wirb bann: 



A y _ yi — y _ Xi» 



— x» 



A X X, X Xi — X 

5ür ben le^tcren SluSbrudt fann man fetjcn: 

Xi* -|- Xj • X + X*. 

@§ ift alfo ffir bie f^unction y = x* ber 3)tffe== 
renjenquotient ^-^ = x^^ + x^ • x + x*. 

®iefer 2lu§brudf fteHt bie ßunafime ber Function 
t)on y bar, votnn x oon x bi§ x^ gel|t, atfo wenn 
X um ba§ enbtid^e ©türf Xj — x == A ^ f^ änbert. 
SGBirb aber biefeS ©tüdE A ^ f^^^ Mein unb fd^Ite^^ 
lid^ = 0, bann mirb Xj = x unb mir erl^alten ben 
3)iff erentialquotienten : 

dy lim A y 1™ ^/ — ^^ 

dx Ax = OAx Xi = xxi — X 

ober : 

dy _ lim . , , ^ _ , _«x 

dx - Xi = X ^^^ + X, . X + X ). 
aifo: ^ = x2 -I- X« + X« = 3x^ 

<3m ^unft X ber Function y = f (x) beträgt 
alfo ba§ 3Äaa§ ber 3unal^me 3 x^ ; ba§ l)ei|t y nimmt 
um ba§ 3x*=fad)e ju mie x. 

%üx X = 4 ift ^ = 3 . 4« = 48. 3n ^unft 
X = 4 nimmt alfo y 48mal fo ftarf ju mie x. 
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n. SBir folgen im porigen § (oergl. aud) gtg. 10), 
ba§ ber 3)iff crcnjcnquoticnt ^^-^ eine geometrif d^e SSe« 

ZA ^ 

A y 
beutung l^at, unb jroar ift ^^-^ = tg ol, wobei a 

betjenige SGBinfel ift, ben bie ©el)ne PPj mit ber po* 
fxtvom SRid^tung ber xr^Slye bilbet S33ir fragen nun: 
Äommt oud^ bem D. Q. eine geometrifi^e 93ebeutung 
ju, unb weld^e? 

833irb X, — X = Ax Keiner unb Heiner, baS 
l^ei^t rüdt ber ?ßunft P^ ber ®uroe naiver unb nä^er 
an ben ^unlt P Iieran, bann roirb aud^ y, — y 
= Ay Meiner unb Heiner. 3)abei brel^t fic^ bie 
©el^ne PPi um ben feften Jßunft P unb mirb fd^lie^= 
li(^ jur SCan^ente. S)er SÖinfel a, ben bie Seltne 
mit ber pofittoen x-Slye bilbet, gel)t babei in ben 
3BinfeI t (iau) über, b. b- in ben aSinfel, ben bie 
Sangente mit ber pofttioen x==Slje bilbet. 

^a nun nad^ bem oorigen § 

/\j, fo TOttb nunme^t 

*^" =-dx 



3). i). 3)er 2)ifferentialquotient ift gleid^ bem 
Sangeng be§ SBinfefe, ben bie Sangente ber ©uroe 
mit ber pofttioen Slid^tung ber x^^Slye bilbet. 

ni. Qm oorigen § fallen mir ferner, ba§ ber 

©ifferenjenquotient ^^ in ber SKed^anif bie S3es 

beutung ber „mittleren ©efd^minbigfeit roäl)renb 
ber 3eit At" befi^t. SSßeld^e »ebeutung fommt 



t. 
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nun bcm D. Q. gu? 9lc]^mcn wir A */ ^- ^• 

bcn 3^tt8wn)oci^§ fcl^r Hein an, bonn erl^alten xoxx 
bie mittlere ©efd^roinbigfeit n)äl|renb biefer fel^r fut^en 
3eit unb für ^ t = erl^alten wir fomit bie n)irHi(^c 
©efd^njinbigfett jur 3«^ t. 

@§ tft alfo: — j— = A ^ fx -^=r-r 
' ' dt /\t = /s^t 

da 

3). ]^. ®er ©ifferentialquotient -^ fteOt bie 

©efd^roinbigteit jur Qtxt t bar. SJejei^nen wir bie 
le^tere mit v, bann ift 

da 



V := 



dt 



SBeifpiel: gür ben freien '^aü ift mieber 

s = i g t« 
2)er 3)ifferenjenquotient 

As 8i — S 



At tj — t 



ift gleidi 



^gy-fg*' ober 

2)iefer SluSbrudE fteHt nun bie mittlere ®c= 
fd^minbigfeit beim freien gaU mal^renb ber ^eit 
^t = t, — t bar; moUen mir nun bie mirfttd^e 
©efd^minbigfeit im^ßitpunft t, bann müffenroir A t=0 
ober toa^ baffelbe tj = t fe^en; bann finben mir 

ds = lim As _ lim i ^ /. , . x 

dt At = o At ~ t,=t * ^ ^^1 + *) 
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«Ifo 



dt 

V = g. t. 

3). 1^. S)te ©cfd^töinbtgfeit jur Q^t t ift beim 
freien %aii v = g. t. 

§ 14. ^ad ^iffevett^teven. 

3u jeber Function y = f(x) fann man, me 
wir in ben §§12 unb 13 fallen, einen 3)ifferenjen* 

quottenien -^r^-^ = -^^-^ ^-^ 

A X Xi — X 

ouffud^en. Sä§t man bann A^ gegen bie 5yiuII 
gelten, ober roaS baff elbe f agt, tagt man x, = x merben, 

bann gel^t ^^-^ in bie fjorm— rr- über, beren ©renjmert 

ju beftimmen ift. ©yiftiert ein fold^er ©renjmert 

lim -4^ für A X = ober 

Ax ^ 

li^ f fa) - f (^) für X, = X, 

Xj — X 

bann nennen wir i!)n ®ifferentialquotient unb 

bejeidbnen ibn mit -r^. 

dx 

aWan nennt nun bie SRed^nungäoperation, bie 
batauf auSgel^t, ju einer Function y = f(x) ben 

D. Q. —^ JU finben, ba§ ©ifferenjieren ober 

®etit)ieren (Ableiten). 2)a§ 3)ifferenjieren ftettt 
alfo eine 9ied^nung§art bar, mie etma ba§ ^otenjieren 
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ober Sogaritl^micrcn. 3)cn D. Q. ber gunction 

y = f(x) 
bcjctd^nct man aud^ no^ mit y^ ober f'(x), mobei 
burdi ben ©trid^ angebeutet tft, ba| y ober f'(x) 
burd^ ©ifferenjieren au§ ber gwnction y = f(x) 

dv 

l^eroorgegangen ift. @§ finb a(fo —^, y unb f/(x) 

ganj gleid^bebeutenbe 95ejetd^nungen. @S mirb nun 
oor allen Singen unfere aufgäbe fein, bie oer* 
fd^iebenen Functionen, bie mir in ben §§ 5 bi§ 9 
fennen lernten, ju bifferenjieren, b. 1^. il^re D, Q. 
au^ufud^en. ©leid^jeitig merben mir au(^ bie ^aupt» 
anmenbungen be§ 3)ifferenjieren§ fennen lernen. 

§ 15. Sie ^otett$fttttctt0it^ 

3unäd^ft betrad^ten mir bie gitnction y=x° unb 
fud^en- il^ren 2)ifferenjcnquotienten. @§ ift nun 

_Ax = yi — y _ ^il^" 

A X ^1 X X, X 

S)a nun x^ — x = /^^ x f o ift 

X, = X + A X. ©e^t man biefcn 
SBert in obiger ©leid^ung ein, bann finbet man 

Ay _ (A x+x)^ x° 
Ax Ax 

Sö^t man nun A x = merben, bann mirb 
ber ^SiHxx unb ber 9lenner biefe§ 93rud^e§ = 0^ ber 
95ru^ alfo unbeftimmt. Um für biefen gall feinen 
SBert ju finben, muffen mir ben 93rud^, beoor toir 
A X = merben laffen, in geeigneter SEBeife urtt^ 
formen, ^u biefem ^xotd entmicfeln mir (x -f- A x) ^ 
nad^ bem binomifd^en Sel^rfa^: 
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SHeS in bic t)otigc ©Icid^ung eingefc^t, gibt 

^^xn + n . xn-l . /Xx+f^xn-2 . (Ax) « + -X" 

9lun f&IIt im Q&\)Ux x^ gegen — x" unb bann 
Iäj5t fid^ butd^ A X Wt^en, njobci man erl^alt 

3)ie8 ift nun bie gorm be§ 3)iffetenjenquotientcn 
nad^ ber Umformung. Saffen mit j[e^t A x = 
werben, bann erl^alten mir ben D. Q. 

dy_ lim Ay_ lim / . ^n-i . ?M)xn.2 ; a^ 
dx""Ax-«0Ax""Ax=0V° ^ +1.2'' ^^ 

+ + (Ax)-0 



aifo 

dy _ 

dx 



= n • x"-i 



®amit l^aben mir ben D. Q. ber Function 
V = x^ gcfunben, ober bie Function x° bifferenjirt. 
altö SRefuftat fanben mir: 

;3ft y = x°, bann ift y/ = n « x*^-^ 

JBeifpiele: 
y = x^o; bann ift y/ = 10 . x^o-i = 10 x« 

y = — g- = x~^ , bann ift y/ ^ — - 6 • x-^-^ — 6 x-'^ 
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J= Vx^ = xi bann ift y/ = -g- . x^""^ = g . x^ 

5 3 

— _ A x""V _ 4 
~ 7 — ^ 

7 ir^n 
itibmigdatifgaibeti: 

®ie linfSftel^enben ^Junctionen finb ju biffercn^ 
jircn! 

1) y = X* y / = 5 X* 

2) y = X* y / z= 4 x» 

3) y = X* y / = 2 X 

4) y = X y ' = 1 

5) y = X* y ^ = a • x«-^ 

6) y = x'^+i y/= (n+1) :s? 

7) y = x«+2 y , = (n + 2) x'^+i 

8) y = x^+2 y , ^ (n — 1) x^--2 

9) y = X "i^ * -j f •=z sin a x sin a— 1 
iA\ 1 sin*a- 

^ '^ ^ X cos a 

1 1 \ 1 cos*a 
11) Y = X co8*a y , s= 

12) y = -lö- y ' = — 



13) y = ^8- y ' = — 



X» 
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14) y = 

15) y = 

16) y = 

17) y = 

18) y = 

19) y = 

20) y = 

21) y = 

22) y = 

23) y = 



X« 

1 



xp 

1 



m-l 



4 

VT 

5 

VT 

9 

VT 



24) y = K 



25) y = 



a 

VT 

m-l-1 



27) y = 



8 

VT^ 



X' 

3 



= — ß x-ß-i = 



y 
y 
y 
y 
y 
y 
y 

y = 

y ' = ^ -V 



-ß 

xß+i 





m 




^m+l 




m 1 




x" 


— • 


m — 2 




1 




4Kx» 




1 




5Kx* 




1 


— 


9Kx» 




1 




2Kx 




1 




a 




a J/xa-i 




1 



y = ^ »/ 



y = 



26) y= VI? y = 



y = 



(m+l)/-^^ 

^ 8 

- V^ 

3 K X 
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28] 
29; 
30] 

3i; 
32; 

33] 
34] 
35] 
36] 

37] 
38] 
39] 
40] 
41" 



=^ K X 



8 



y = V? 

y "~ 

y 

y 

y 

y 

y 

y 



6 

VT* 



9 

VT^ 

5 

VT^ 

11 

VT* 



7 = 



e 

VT 



10 



y = 



7 = VT 



7 = 



s 

VT 



7' = 

y' = 
y' = 
y' = 

7' = 

7' = 
7' = 
7' = 

7' = 

y' = 
y' = 
y' = 
y' = 



7 * 



5 ^ ^ 
q 7 

11 »_ 

y Kx« 



6 »^ ^ 
9 



11 " — 
Kl» 

4 


7 ^ 

Kx» 

2 


K 6 

Vx» 

7 


10 1« 
5 


7 ' 

Vx« 
1 



3 3 

KT» 
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42) y = VT 



7' = 



^)y = VT» 7' = 



44) y = 



46) y = 



46) y = 



47) y = 



KT 
1 

8 

KT 
1 

KT 
1 

6 

KT 
1 

48) y = ^ 

1 

n— 1 

VT 

1 



49) y = 



53) X = 
64) y = 



KiS 
1 

Kiöt^ä 



7' = 



7' = 



7' = 



7-' = 



KT^ 

- . XP = - Kx« P 
P P 

_ 1 

2 VT» 
1 

3 y-i 
1 

~4KT 



6 Ki* 
1 



n 



7'= — 



7' = 



7'= — 



7'= — 



y,= _ 



y,= — 



1 

(n-l)»-L^ 
K x° 



2 KT 

5 



2 Ki" 
a. 

2 Kx«+^ 
a— 2 



2K 



X* 
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1 



55) y = 8 y ' = — 3 

1 5_ 

56) y = 8 y ' = — 8 

KI* 3 ]/^ 

1 9 

57) y = 4 y ' = - . 4 — 

1 11 

58)y = x3 y'= — 77:3: 

1 2 

59) y = -7 y ' = — 7 

Kr* 7 1/^ 

1 3 

60) y = -5 — y ' = — 5 

KP 5 Ki^ 

1 2 

61) y = "8 y ' = — „ » — 

V^* 3 Kx« 

1 3 

62) y = iö y'= — .„1». 

KI» 10 Kx» 

63)y = l,(=x<>) y'=0 

§ 16. ^ie dünftaute* 

I. @tne beliebige @:onftante C taxin man au^ 
eine Function oon x nennen; fte ift bann eben eine 
fold^e Function oon x, nteld^e für jeben SBert oon x 
ben gleid^en Söert C beft^t. SBir rooHen nun bie 
fo befinierte Function y = C bifferet^ieren. S)ei 
®ifferenjenquotient ift: 
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A y _ yi - y _ c - c _ ^ 

A X Xi — X A X 

®er ®iffcrcnjenquoticnt ift ftetS glci^ 0, ba bcr 
3a^ter ftetS = C — C = ift; alfo ift aud^ bcr 
Siffcrcntialquotient = 0. SBir gcroinncn bamit bie 
gormel : 

;3ft y = C (Sonftang), bann ift y / = 0. 

S)er D. Q. einer ©onftanten ift gleid^ 0. 

n. SDiefer ©a^ l)at eine einfädle geometrifd^e 
93ebeutung: 2)ie Function y = C fteßt in red^t= 
roinfligen ©oorbinaten eine parallele jur x^älje bar 
int Slbftanb C. @ine S^angente in irgenb einem 
^unft ber ©eraben fäCt aber mit ber ©eraben felber 
jufammen. ®er S^angentminfel t ift alfo = unb 
halber mu^ aud^ 

tg T = ^ = fein. 

III. 9lunmel|r betradEjten mir eine g^unction F (x), 
bie au§ einer anberen Function f (x) mal einem 
conftanten gactor C beftet)t. @8 fei alfo 

y = F (x) = C . f (x). 

3)er D. Q. biefer Function fei gefud^t. 

S)er 3)ifferen5enquotient 

A y ^ yi - y _ F (xQ - F (x) 

/\ X X, — X Xj — X 

gcroinnt, wenn mon für F (x) feinen SBert C • f (x) 
fetjt, bie ©eftalt: 

A y _ Cf(x,)-Cf(x) _ ^ ^ f(x.)-f(x) 

A X X, — X Xi — X 

2)er festere 93rud^ ift aber ber Sifferenjenquotient 
ber fjunction f (x) ; laff en mir nun Xj = x merben, 

4 
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bann gelten bic S)iffcrcnjenquotientcn in bie Differential' 
quotienten über unb toir erl^alten 

| = c.fW„ 



iDobei f ' (x) bcn D. Q. ber gunction f (x) bebeutet. 
S)ie§ ergiebt bie Siegel: 

Qft y = C > f (x), bann ift y ^ = C - f ' (x). 

®a§ ]^eiJ5t: 2)er D. Q. einer mit einer ©onftanten 
muItipKjierten Function ift gleid^ bem D. Q. ber 
f^unction mal ber ©onftanten. 

3um SBeifpiel: 

3ft y = 10 X», bann ift y '= 10 . 3 x« = 30x* 

golgenbe fjunctionen finb ju biff erenjieren : 

l)y = 5x* yr = 15x2 

2)y = 7x* y/ = 28x» 

3)y = 9x7 y/ = 63x« 

4)y = ö^® y.=4x' 



2 
2 



6)y = ix^* y,=8x»» 

7)y = 2x y' = 2 

8)y=10 y, = 

9)y = | y' = o 
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10)y — a. X* 
ll)y — 3ax» 

I2)y — ^-/x» 


y ' 4ax * 
y / — 21ax« 

y — (a + b)x 


13) y -x^ 

14) y — 6 X » 


y ' — — 7x« 

y / = — 30 X * 


i5)y--|x' 


y / — 3 a . X * 


16) y -X 

17) y -6 

18)j-^-2.x-^ 


y -1 
y — 

6 


19) y -,^5 


20 

y'- x« 


r»^\ ^ 


21 



20) y = 

21) y = 

22) y = 

23) y = 



X ' 

10 

X 

a 

X 



24)y = - 

25) y = - 



y' = 



y' = 



26) y 

27) y 



3x«" 

5 
7x»i 



3^' 



4x» 



y.' = 

y' = 

y' = 

y' = 

y' = 
y' = 



X 

10 

X« 

a 



8 



t 



20 

X» 

14 

s 



X' 



15 
4 X 



6 



4* 
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28) y = 



29) y 

30) y 

31) y 



9x^ 
3 
8x 



= 2Vx» 



32) y = 



7Vx 



9 



33) y 

34) y 



= tV: 



15 



=-ir: 



8 



2 * 
35)y = 3Ki 

36)y = |KI^ 

2 ä 

38) y = — K3 

39)y = yKI^ 

6 « 

40)y = -^K 



11 



41) y = 



2.7 



K? 



42)y = -jK31 



y' = 

y' = 

y 

y 



14 



9x 



8 



= 3l/T 



y' = 



y 
y 



2 

63 

2 

3 



VT 



=^V 



IS 



^KT 



8 



y = 



y 

y 
y 

y 



q 3 



8^8 _ 

15^31: 





S^.t 

7 

11 
6 






y = 



36 



K: 



= 
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43)y = |KP y' = K 



9 
14 ^ 



44)y=vr^^" y' = 2|/^ 



X» 



2 2 i 

^)y = E * =s-x~l y'= — .r 8 
1 1 

^^)y=2vT y' = — ly^ 

2 _8 

47) •y=„7 y' = — .^ ^ 

3 _1 

48)y== — -8 y'=8 



x" 



9 1 



49) y = — 9 y / := 8 

2 

51)y=^ y, = _^. 

10 5 

52)y = _4 y,=— — 4 



2iArT 



3lu8 mehreren ^nctionen f(x), g(x), h(x) 

fonn man eine gunctton F(x) bilben, inbem nton biefe 
^nctionen ju einet otgebratfd^en (Summe vereinigt. 
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S)ann tft alfo 

y = P(x) = f(x) + g(x) + h(x) +.... 

Um nun ben D. Q. ber Function F(x) ju ftnben, 
büben mit jun&d^ft ben S^ifferenjenquotienten 

Ay _ y. -7 ^ F(x.) - F(x) 

/\^X Xj — X Xj X 

9hin fe^cn loit für P(x) ben cigentlid^en SBert 
unb finben bann 

Ay_ f(xO + g(x,)+h(xO-[f(x)+g(x)+h(x) 

Ax Xi — X 

ober, wenn n)tr bie SReil^enfoIge im Qa\)l^ etroaS 
änbent/ 

Ay ^ f(Xi) - f(x) + g(x,) - g(x)+h(x.) - h(x)] 
Ax X, — X 

obet 

Ay^ f(x,)-f(x) g(x,)-g(x) h(x.)-h(x) 
A X Xj — X X, — X Xi — X 

S)ie red^tSftel^enben 93rüci^e ftnb bie Sifferenjen^ 
quotienten ber ^iinctionen 

f(x) , g(x) , h(x). 

Safet man nun x j = x merben, bann gelten fte 
in bie entfpred^enben ^ifferentialquotienten über. @§ 
mirb bal^er: 

^= f<x) + gix) + h<x) + 

S)ie8 ergiebt bie SRegel: 
^ft y = f(x) + g(x) + h(x) + bann tft 

y. = f<x) + g^(x) + h/(x) + 

3). ^. S)er D. Q. einer ©umme ift gleici^ ber 
Summe ber S)ifferentialquotienten ber einzelnen ©utn^ 
manben. 



— 55 — 

golgenbc Functionen finb ju biff erenjieren : 

2)y = 2x+3x2— 4x»— 5 y/==2 + 6x — 12 x« 
3)y==l-4x+16x2-64x» y/= — 4+32x— 192x* 

4)y = a-|-bx — cx^+dx" y' = b — 2cx + 6dx* 

5)y = a+ßx»~-Yx5+Sx' y/ =3ßx2-57x*+7Xx« 

1 1 Ix^ 

6) y=:y x' — g X* — — y/ = x« — x' — x* 

4 

7)y = x«+4Ki+|-10 y<=2x+^-l, 
f.. _J__A_lA_± _ 1 I ^ 9 16 



X X' X' X' X-" X' X' X 

2 3 2 9 

9) y = s — y = — s + 

3Kx 2Kx» 9Kx* 4V? 

5 7 1 1 

10) y = "s -1-7 y = — * — ~7 

iVx* 8Kx« _ Kx" K^»' 

l)y = a + b|/"2 + cK3 y' = 

3)y=_f,._f, y,=-^^:-4z: 

4)y=sin(j)+x*-|-tg("J y. = 4x» 
5) y = sin* a -f- cos* a -| y ' ^= ^ 
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I. 2lu§ jtDci Functionen f(x) unb g(x) fann 
man eine neue Function F (x) bilben, inbem man f (x) 
mit g (x) multiplijiert unb ba§ SRef ultat gleid^ F (x) 
fe^t. SHfo y = F(x) = f(x) • g(x). 

Um bie Function y = F(x) ju bifferenjieren, 
bilben mir junad^ft ben 5)iff erenjenquotienten : 

Ay ^ yi-y ^ F(xi) F(x). 

A X Xj — X X^ — X 

hierin fe^en mir für F(x) feinen cigentlid^cn 
aOSert f(x) . g(x). 3)ann mirb 

Ay _ f(x,) g(xO-f(x).g(x) 

A X Xi — X 

liefen 93rudj moUen mir baburd^ umformen, 
ba§ mir im Qa^Ux bie @rö§e f{x^) • ^{x) abbieren 
unb fubtra^ieren, moburd^ ftd^ natürlt^ ber 9Bert 
beS SÄu^brudtS nid^t anbem fann. @§ ift aber bann 

A y ^ f(x,) ' g(x,)-f(x,) . g(x)+f(x,) > g(xKf(x) . g(x) 

Ax X, — X 

ober 

Ay _ f(xi) [g(x,) - g(x)] + g(x) [f(x,)-f(x)] 

Ax Xi — X 

ober enblid^ 

Ax ^^ Xi — X T ÖV / X, — X 

3)ie auf ber redeten (Seite ftelienben 95rfid^e finb 
bie S)ifferenjenquotienten ber Functionen g(x) unb 
f(x). Selben mir nun jur ©renje über, inbem mir 
Xi = X fe^en, bann gelten bie 3)ifferenjenquotienten in 
bie 2)ifferentiatquotienten über unb e§ mirb alfo: 
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-^ = f(x) . g,(x) + g(x) . f (x). 

Sül^rt mon für f(x) ben »u^ftoben u, für 

' (x) ben 95uc^ftaben v ein, bonn erl^aften wir bte 
Regel : 

Qft y = u. V. bann ift 

®. ^. S)er I). Q. eines «ßrobuftS ift gleid) bem 
erften iJoctor mal bem D. Q. be8 jnjetten, 

Slus bem jweiten Factor mal bem D. Q. 
eS erften. 

ilf»ititj|daitf0al»ett* 

1) y=(x»+l) (x»- 2x+l) y'=(x''+l) . (2x-2) 

4-(x*— 2x+l) • (3x«) 
y,=:5x*— 8xs-|-3x»-l-2x— 2 

2) y=(l+2x+3x») (1— 2x— 6x*) 

y'=— 90x»— 50x«— 20x«— 18x*— 2x 

3) y=(x«- 1) (x*+l) y'=8x^ 

4) y=(x'»-^)(xi-+-i-) y,=20x«»+p 

5) y=(x+Kx) (x»— Kx) 

5 4^5 

y,=3x»-4-5- vT»—- ä-V^ — «— 

6)y=x*(a4-bKi5 y'=4ax='+|-bx»>^ 

7)y=x"(l — «x) y'=nx"-^— a(n-|-l)x" 

8)y=Ki»(5-2x»+3x») 

25 s 28 ä « 

y,=-g-|/£i- -3-Kin+20K^ 
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=K?(f-fx»H-20x<^) 

9) y=(Ki"5-i) (k?-i) 

4112 7 * _ 5 s _ 

1 1) y=x ° . f(x) y ,=x °f'(x)+f(x) . nx»-» 

12) y=(l +«)(!-«) y,==0 



13) y=( / x+4:) (l^ X +-^) 



y=' 12 ( 12 — 12 I 



/x» I^: 

§ 19. Ser JDttotient 

3[uS ben betben ^^"wctionen f (x) unb g (x> 
lä^t ftd^ burd^ ®ioifton bte neue Function bttben. 

f (x) 

— 7-f , bte mix toieber mit F (x) bejeiAncn tDoQen. 

gw 

Um bte fo entftanbene ^unctioit y := p (x) = 

f (x) 

— p-f ju biffcrenjirert, l^oben toit 

^ ^""^ _L^i) - IW. 

A y = F (X.) - F (x) ^ g (x.) g (x) 

A X X, — X X, — X 

ober A_y _ f (x,) • g (x) - f (x) . g (x.) 

A X (x, — x) g (x,) . g (x) 

SBir njcrben biegen 3lu8brurf ttt ber SEßeife ttm=^ 
formen, ba§ mir im ^ö'^'^ei^ i>ic ©rö^e f (x) • g (x) 
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abbiren unb fubtrabiten. S)ann lüirb ^-^ = 

A X 

f(x,) . g(x)-f(x) . g(x) + f(x) > g(x)-f(x) > g(x,) 

(Xj — x) . g (Xj) . g (x) 

^i,^^Ay^ g(x) - [f(x,)-~f(x]^f(x)[g(x,)-g(x)] 

A X (Xi — x) g (x,) . g (x) 

g(x^ f(Xl)-f(x) _ f^^^ g(xO— g(x) 

ober enblic^ 4^= -^^^7^^ r^ — x^--x_ 

^.Ax g(x,) . g(x) 

®ie bciben im Qiü)Ux ftcl^cnben Srüd^c ftnb bie 
S)tffercnjenquotienten bcr ^unctiottcn f (x) unb g (x). 
©cl^cn loir nun jut ©rcnjc über, inbem roir Xj = x 
TDcrbcn laffcn, bann finbcn von 

d y _ g (x) • f ' (x) — f (x) . g / (x) 



dx [g (x)] 



12 



©c^cn voxx n)icber f(x) = u, g(x) =v, bann 
finbcn wir folgcnbc SRegel: 

^ft y = - bann ift 

y/=:V*U' — U-V' 

®. f), 3)cr D. Q. cine§ JBrud^eS ift gleid^ bcm 
SWcnner mal bcm D. Q. be§ Q&\)Ux^^ 
minus bcm QäJI)ltx mal bcm D. Q. bc* 
9tcnncr§, biuibirt burd^ ba§ Duabrat bc§^ 
9lcnncr§. 

ftibmtgi^attf gaibett : 

_ x«+l _(x-^ — l).3x2 — (x»-l-l).2x 

^ ^""x»— 1 ^'~ (x»-l)2 
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- (x»-l)» 

_ l+2x+x' _ x*-t-4x»+3x»+2x+2 

) y— i_x» y (1— X»)» 

_ x«— 2x4-3 _4x(x— 3) 

^ ^~x»H-2x— 3 ^'~ (x*+2x— 3)» 

2x»— 1 6x 

4) y=-ö-^F 7'=: 



2— X* •' (2— X«)» 

_ 1— X» _ — 6 x^ 

^ ^~l+x» ^'~(l+x»)» 

.. 1+x* 8x» 

7) y=T:r; y'=- 



l+x ^ l+x)« 

_ 2-3x*-|-x» _ 12(x*— 2x) 
^'^ J'~2+3x»— X» ^'~(2-f-3x»— X»)* 



s 

3 3 



,., -Jl— 2x»(3+3K^-iKx) 

l+F X (l+Kx)* 

11) y=rri:^ y'= 



a+bx •' (a+bx)» 

12) y=i:^ y'= - -^^ 

1 f'(x) 

1^) y=iiT y'= - ww 
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14) v= 8 y'= — 8 8 

_ — 10 _ 10(2— 4x») 

^^^ y— 1^2x— x^ ^'~(l+2x — x*)2 

§ 20. WHiiteihatc ^itiictiotten. 

I. Sft ^ ^i«^ giinction t)on x, unb y eine 
Function von u, bonn ift ftetS aud^ y eine Function 
Don x; unb jroar l^eij^t y in biefem gaUe: ,,5unc' 
tion einer ^^^ction'' ober „mittelbare ^nnc^ 
tion t)on x." 3»ft beifpieteroeife 

y = <p (u) unb u = f (x), 

bann ift y = 9 [f (x)], alfo eine Function oon x. 
Sft ebenfo y = u« unb u = (2 x + 3), bann ift 

y = (2 X + 3)« 

3»ft ebenfo y = u* unb u = sin x, bann ift 

y = (sin x)* 
Sft ebenfo y = log u unb u = arctg x, bann ift 

y = log (arctg x). 
u. f. xo. 

Um eine fold^e mittelbare Function oon x, 

y = <p [f (x)], ju bifferenjiren, ^erlege man fie 

mieber in il^re Jieilfunctionen 

y == (p (u) unb u = f (x) unb bilbe bie 

2)ifferen5enquotienten biefer Functionen 

Au A x 

S38UI man nun ben 2)ifferen5enquotienten ^-^, bann 

braud^t man nur baS ^robuct ber beiben anberen 
©ifferenjenquotienten ju bilben. @8 ift in ber 2;]^at: 
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A y ^ A y A u . 
A X A u • A x' 

unb gcl^t man nun jur ©tcnje über, inbcm man 
A X glcid) werben tä§t, bann wirb im Sülgemeinen 
aud^ A u unb A y qUiö) werben; b. 1^. bie 
®ifferenjenquotienten gelten in bie 2)iff erentialquotienten 

über. @§ mirb alfo 4^ = -J^ . -^ ober 

dx du dx 

^ = ?'(n) • f'(x). 



Dber menn man f'(x) = u/ fe^t 



3)ie§ ergiebt folgenbe SRegel: 

3ft y = ? [f (x)] eine mittelbare Function 
oon X, fo bifferenjire man y =• 9 f o, al§ 
ob f (x) bie Sßariable märe — man fct^t 

in ©ebanfen ftatt f (x) ben SBert u 

unb multiplijire ben fo erl^altenen D. Q. 
noc^ mit bem 2)ifferentiaIquotienten t)on 
f (x). 

n. öeifpiele. 1). y = (x» + x^ + i)« 

^ier l^aben mir eine mittelbare Function oon x. 
(2lu8 X mürbe junäc^ft bie JJunction gebilbet 
u = f (x) = X» + x2 + 1 unb au8 biefer bie 
Function y = u» = (x« + x» + 1)«). 

Um ben 2lu8brucf y = (x» + x* -j- 1)« 
ju bifferenjiren, beulen mir unS, ber Slammerau^brudE 
fei bte eigentlid^e aSeränberli(^e unb fe^en il^n glcid^ 
u; bann mirb y =3 u* unb nun mtiltij^Hjtrcn 
mir biefen SluSbrud nod) mit bem D. Q. beS Älathmcr* 
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ouSbrucfg, alfo mit u' = 3 x « + 2 x. @8 wirb olfo 

y, = 3 u« U' = 3 (x» + X« + 1)2 . (3 X« + 2 x) 

2) y = (fr- Vir 

^ier ift u = iV^- Ki) 
unb u ' = — 3 4 — 



3 Kx* 4 Kx 



s 



3 4 

@§ toirb alfo y = u* unb u = (Kx — Vx), 
3)o]^er roirb y/ = 5 • u* • u' 

ober y. = 5 (fi - fi)* • (^^ ~ 7^) 

3) y = Kl — X» = (1 — X»)* 

^ier tft u = 1 — X» unb y = u« 
3afo y- = -g- u — « • U' 

ober y. = -i- (1 - x2)-i . (- 2 x) 

ober y = - x 

Kl — X«* 

^ier ift 1 — x« ^ 

l + x» 

aljo 
_ (l+x)(— 2x) — (1— x»)(2x) _ _ 4x 
™' — (1 + x»)« (1+x«)» 
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@S Totrb bann 

.6 



y/ = 6 • U* • U' 

-fi / 1-^V -4x 



in. ^ft y n)icber eine gunction t)on u, unb u 
eine Function pon y, unb erft v eine fjunction oon x, 
bann l^ei^t lieber y eine mittelbare Function pon x. 
3»ft i. 93. y = u^ u = cos V, v = (1 + x) bann wirb 
u = cos (1 + x) alfo 

y = [cos (1 + x)]» 

3n biefer SBeif c fann mon nod^ md^r Functionen 
aneinanber teilten, mte bie f otgenben ^eifpiete jeigen : 

2u, u = Kr=R 1 — w « 

Um y als gunction pon x barjufteUen, fe^en 
mir l^ier: 

_i-Kx 




enbttdi y = ^ ^^ ^ 

2) y = logu, u = 2»^ + ^ w = x*+l 
^ier mirb w = (x* + l) 

y = log2*^^* + l^ + ^ 
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@§ ift (eid^t ju feigen, ba^ eine f old^e auä meisteren 
Functionen jufammeng^e^te mittelbare Function in 
ganj entfpred^enber SBeife biffetenjirt wirb, n)ie eine 
au§ 2 Functionen jufammengefe^te, 

3ft J. 33. y = F((p(f(x))),- 

b. 1^. ift F eine Function oon 9 (f(x)) 

? „ u üon f (x) 
unb f „ „ oon X 
bann fe^e man junä^ft (p(f(x)) = u 

2Ufo y = F(u) 

Salier : y = F' (u) • u' 
Um u' ju finben, fe^en mir f(x) = v 
bann ift u = <p(f(x)) = 9v) 

u/ = <p/ (v) • v = 9' (v) • f' (x) 
ädfo enblid^ 

yr =1 F/ (u) ' y/ (y) - f^ (x) 

SBeifpiele: y = ((i + 3x«)'* + i)3 

^ier wirb: (l + 3x*)*+l = u 

l-f3x2 = v 
aifo y = u3 

v = l + 3x» 

Salier mirb: y/ = 3u2 • u' 

u/ = 5 V* V' 
v/ = 6x 

aif y/ = 3 u» • 5 V* . V / 

y, = 3[(l+3x»)«4-lf-5(l + 3x«)*-6x 

§ 21. ttibttttfidaufgafiett ju § !30. 

1) y=(2+5x*)» y ' =3(2+5x*)« • 5 . 4x* 

y / =60(2-f 5x*)* . X» 

2) y= (3— 7x)* y / = — 28(3— 7x)» 

5 
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j , =:3ß(a4-ßx)« 

y ' = — 2(10— x*).x 

y , =4(x*-x»+l)*(4x»-3x«) 

y / =3(2x— 7x*+5)«(2-14x) 

y , =nb(a-|-bx)"-i 

y ' =2nbx(a-|-bx*)"-i 

y ' =3nbx»(a+bx»)°-i 

y / =npbxP-Xa+l>x'')°~^ 



3) y=(«+ßx)« 

4) y=(10— X*)» 

5) y=(x*— x»+l)* 

6) y=(2x— 7x«+5)» 

7) y=(a4-bx)° 

8) y=(a4-bx*)° 

9) y=(a-|-bx»)° 

10) y=(a+bxP )" 

11) y=(l— 3x+5x*)° 

y ' =n(l— 3x+5x«)°-i(— 3-|-10x) 

12) y=(a+ßx— Yx»)* 

y / =4(a-i-ßx— YX»)»(ß— 3yx2) 



1\7 



15) y=(x*--l) 



1\6 



J - ='('*-^)' • (*"+p) 



1\» 



16) y=(x»+^) 



y,=3(x»+^)^.(3x-|) 



17) y=(|: 



■6 



5x« 



)' 



= 5(. 



.6 



5x» 



)* (^•+Ä) 
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18) y=( 



1 10 . 10 \, 



X X" 



y,=2( 



^llxV 
1 10 10 



1 50 60 



X X' 



llx« 



\ /_-L_u— ?^\ 

J \ x«"r" X« llx'/ 



2 3 



2 3 X» /.6 . 15 



j . = 4(l-|-,-|j)* . (^.-l-f.) 



y . =n(-+^^.r'( 
21) y=(Kx+i)* 






X* x*/ 



y , =2(KI+1) 



Kx+1 



S 



22) y=(Ki-l) 

23) y=(Kx+«)' 



24) y=(Kx-l)' 



25) y=(Kx+«)" 



3 



21/^- K^ 

3(Ki-i)» 

5(Kx+«)* 

(K^-1)' 
y'= — 8 



8 



y'=- 



n(Ki+«)"-^ 



31/^ 



26) y=(Kx-K^* 

y,=2(Kx-Ki)- (2171-^7^) 



3Kx' 

6* 
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27) y=(Kx+K^» 



y'=3(Kx+k)»C^+5^-,) 



X» '^y X 



28) y=(3K^-6K5* 

'Kx» Kx»>' 

,Q 8 7 7 >. 2 

30) y=(x-Kx+l)* 

y.=4(x-K^+l)» (1-27^) 



31) y=(x»+]^^-l)8 



4» 



y,=3(x»+VV-l)* (s^'+öKi) 



7 



32) y=(x»-KI5-10) 

y , =b(x'- KI* -10)* (5x*-|kP) 



33) Mi-v^y 

y,=io(l-KI^y(-i-,-|KIi) 



6d — 



«_\8 



34) y=(7-T-6Ki) 



38) y^x'+pL-l^)" 



5 VA- ' 2x' 



y 



(f'-7^+.4.)' O'+i^i-l») 



= 31^ — 8 



^-■2xv \ -y-^. 



40) y^KS-^pi+l)' y' = 

*^^ y^(2x— 3x»H-i)* 

=(2x— 3x«+l)-* 

y , = -4(2x-3x»+l)-' .(2— 6x) 

— 8(1— 3x) 

y ' " (2x— 3x«-t-l)» 
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*^) y— (2— 3x»)» ^ 

43) 7=7zA=lir. y 



18x 



44) y= 

45) y= 



(a+ßx»)° 
1 

o+ßi 



47) y=. 

48) y=. 



49) y: 



50) y= 



J' = 



(2-3x»)* 
— 3n px» 

(a+ßxT+* 
-ß 



(a+ßx)« 

46) 7=^71^ y 



J' = 



J' = 



7' = 



(a+ßx)' 
1 

(«+ßx)° 

1 

(a-ßx)" 

1 _ 

(4+7x»-8x*)» ■ y — 

1 _ 

(7— 5x4-x«)* ^ ' ~ 

—10 



(«+ßx)* 
-2ß 

(a+ßx)» 

-3ß 
(«+ßx)* 
— nß 
(a+ßx)°+i 

nß 
(a+ßx)"+i 

— 3(21x''-32x*) 
(4+7x»— 8x*)* 
— 4(— 5-j-6x») 
(7- 6x+x«)« 

10n(x»— x*+x) 



^1) y=/5^ X* 1 X* xn y' = 



1 4. ~ 3 "* 



- . -IV ^' 
4 3 ' 2 V 

52) y=x»4-(l— X«)» y.= 



* X» . x« , \n+l 



(¥- 



53)y=-i-(l-V^) y.= 



4 3 ' 2 / 
3x*— 10(1— X»)* . X 

6 

6 \» _ 6 2(1— Kx) 



Kx* 



54) y=XI+,i_lV y.= 1 ep-^)' 
Kx ^ x" 4 -i 



te 



— X« 
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4 7J 

55) y=|^Y7_(a-t-ß)* y . =j/^ 

56) y=vTw=[fW]^ y ' =^[fW]"* • f ' W 

_ f>(x) 

y'-2[f(x)]i 

.^ f'(x) 

(3)iefeg fRefultot fann folgenberma^en auSge» 
fproti^en roetben : S)er 2)iffetentiaIquotient einer Oua< 
brotroui^el ift ein ^mä), in beffen 9lenner bte bop» 
peftc SBurjel, in beffen Q&\)Ux bcr S)ifferentiatDuo» 
tient be§ ^abicanten fielet.) 

57) y=»^lT^ J'= 2 y/ 1\^» 



B8) y=V^ax+ß 7'= 



a 



2/Vx + ß 



59) y=»^2px r=y^ 

— bx 



60) y=-/^x« y'=aK^:^Zrii 

-,. b , bx 

61) y=T/x«— a* y'= 



, 3— 15x» 

62) y=t^3x-5x3 y'= 27^1=57» 

2x»+x 



63) y=|Ax*+x«- 1 y'= y^,_^^,_^ 

^ . 3ax» + 2ßx+ Y 

e4)y=/ccx«+N*+,x+S y-2Kax»+ßx«-Hx-Ml 
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66) y=10+K2-x-K2+x r'-^~~^^ 
(=u . t) ' 2K1+X' ^ '^ + '^ 



_ x»+(lH-x'')2x 

3x»+2x 

J'= ■ 



X2 



Kl+: 



X2 



67) y=(5+x)K5-x 7'= ^^f^^^ 

, , 2+3x 

68) y=xF 1+x 7'= 



2V1+X 

^^^ 5(8x-x2) 

69) y=2x*KlO-x y'=-^==J 

K 10 — X 

„^, X .^ ^ 1—2x2 

70) y=2Ki=ii y-^FTT^ 



1 



7i)y=-.l/Tf^ y'= 



X«Kl+x2 



1 2a+8x 

S 1 ß 



73)y=K7:p^.(.+p,)-y'=,^___ 

3 — 2x 

74) y=Kiiir» y'= j 

^ ' 3K(l-x2)2 
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2x-|-3x2 



8 

8 



75)y=Fl+x«+x. y'-3v \i^,.^,8). 

4 l 

76) y=K«-Px y 4>>-(^fe5r 

2— 15x* 

77) y= fe=:3? y'= 4 ^>(2^z:3^.y 

ß+2Yx 



78) y=F «+ßx+Yx* ^'~nK (.+Px+YxT-^ 

79) T~— i («+8x)-i Y'= ^ 



/«H-ßx 2 F (a+ßx)» 

1 X— 5 

öl) y=i7T^=^ y 



F lOx— X» V(10x— x2)» 

1 _ 



X2 



8 



^ 4K(2i:iip K(2-x»)' 

1 — 5ß 

83) y=s^ y'= 



K(a+ßx)» 3K(«+ßx)» 

4 -1 

84) y= 4 y'=: * 

3K(^-l)i V^^=ir 

1 —4 

85) y= 6 . y/= 5 
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1 — mß 

86) y:^ n 7'= " 

V (a+ßx)™ n K(a-f ß x)°+'" 

I)y=x2(l-X)* 

y,=_5x2 (l_x)44.2x(l_x)» 

=(1— X*) (2x— 7x2) 

2) y=x»(5- 6x*)» y'=3x2 (ö-ßx^)» (ö-lSx") 

3) y=x(l - x)2 y '=1 - 4x+3x2 

4)y=(l-:s)»(l-fx)* 

y.=4(l-x)»(l+x)»-(l-x)»(l+x)* 

5)y=(x»— l)*(x»+l)'> 

y'=10(x2 -l)*(x2-|-l)* .xH-8(x2-l)»(xH-l)»- I 

6)y=(x''-h5)(x»-ax»+ß)» 

y'=2 (x8+5) (3x2— 2ax) (x»— ax" +ß) 
+3(x»— ax2-}-ß)2x2 

7N .- (1+^')" , _ 6x(l+x«)2(l+x) 

'^y— (i_xS)2 r (i_x»)» 

^^ (l+x)* 

_ 3(l+x)*(l-x)2-4(l-x)«(l+x)' 
^'~" 1+x)« 

_ (l -x)2(7--x) 
y (1+x)» 

_ x-4 _ l+16x-3x2 

^ y~ (X»+1)2 y'~ (X«+1)» 



— 76 — 



1 

2(l+x) X 

y'~ 2Kl_|-x. (l+x> 

2+x 

y'~'2K(I+x)'' 

, ., 1 /-2+3i 6K2-3X 

^^^ y=l/ Ä^ y'-(2-3x)«V2+3x 

l^)y=l/£5Z^ y— 2Kx(x^-4)' 
x« 2x — X* 

14) y =yi_x» y—ya-xy 

15) y=(x+Kl+i)«" 

(2+3x+(2x+ l)Kl+ x 

T/^;3I^ 3x-i-2a 

^^^ y=-^+?" y— 2x V (a+x)» 

X 1 

^^^y=l/(l-4x«) y'-/(T34x«)» 

§ 23. I^tv 3blffetetttta(qtt0tient «tö 

I. 2Bir ^aben im § 13 gefctien, ba§ ber ®iffe» 
rentiatiiuotient ^ = f'(x), gcomctrifd^ betrautet, ben 
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2:angen§ bcS SBinfcte t bebeutet, ben bie Sangente 
im $unft P (x, y) mit ber pojttipen SRid^tung ber 
xsSlye bilbet. ^aben mir ballet irgenb einen anbeten 
^unft Pi ber duroe mit ben Corbinaten x,, y,, jo 
ift ber jugel^örige Sangentenminfel t, ju beftimmen 
au§ ber ©leid^ung tgr, =f/(x,) 

f'(xi) bebeutet babei ben 80Sert üon f'(x), ben 
man erhalt, menn man an ©teile üon x ben 
gegebenen SBert x, einfe^t. 

II. 3Bir fmb nun im Staube, bie folgenbe 2luf* 
gäbe ju löfen: 

©egeben ift eine Suroe burd^ i^re ©leid^ung 
y = f(x). ©efud^t ift bie Sangente an bie Suroe 
tu bem jur Slbfciffe x^ getiörigen ^uroenpunft. 

®ie (Sleid^ung einer ©eraben, bie burc^ ben 
^unft Pi (x,, y,) gellt unb mit ber x=2lpe ben 
tlBinfel t, bilbet, lautet be^pnntlid^ 

y — yi =tgTi(x — xi) 
hierin ift nun bie SRid^tungSconftante 

tg Ti = f/(Xi). 

2llfo lautet bie oerlangte ©leid^ung 

J — Jl= H^l) ' (X — Xi ). 

III. Um bie ©leid^ung ber 9lormalen im ^^nft 
Pi(x,,y,) }u finben, muffen mir in öetra^t jiel^en, 
bag bie 9lormale auf ber Jangente fenfre^t fielet, 
^fo ift il^re 9ii^tung§conftante gleid^ bem negativ 

reciprofen SBert üon f'(x,), alfo gleid^ — i-—^ • 2)ie 

©leid^ung ber 9lormalen lautet bal^er: 



I 
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IV. «eifptet: SBte loutet bie Olei^ung ber 
Tangente hn ^unft P, on bte ©uroe y = x»4-l? 



dy 



= 3x* = tgT 3Hfo 



dx 

tgTi = 3x,« 

Sllfo tautet bie Xangentengleid^ung : 

y — y, = 3 Xi « (x — Xi)/ 

S)ie ?RotmoIengIcid^ung bogegen: 

y - y, = - 3-^ (x - xi) 

Sft beifpieteweif c x, = 2, otf y, = 2» + 1 = 9 
bann louten bie beiben ©teid^ungen : 

y — 9 = 3.4 (X — 2) 

unb y — 9 = — g-i-j (x— 2) ober oereinfac^t 

y = 12 X — 15 

. 1 , 55 

unb y = - j2 X + -g- 



1. 8EBel^c§ ift bie ©Icid^ung ber Siangente im 
«ßunft Pi ber «ßaratel y « = 2 p x ober waS baSfelbe 



T = / 2 p' 



X 



9 



Slntro.: y — y, = ./ „ ^ (x — x.) ober 

V 2 p Xj 



y - yi = ^ ('^-'^i) 
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2. SBeld^eg ift bie (Sleid^ung ber Tangente im 
«ßunft P, ber ©tttpfe 

^ + g = 1 ober y = ^ ir-^rzrT* ? 

Slttta).: y - y, = ^. ^^ ^' ^ (x - x,). 

3. SBcId^eS ift bie ©leid^ung ber Siangente im 
^un!t Pi an ben Kreis 

^* + y* = r* ^^^^ y = V T^ — x2? 

3lntn).: y — Yi = ^ ~ ^^-= (x — x,) 

ober: y — y, = =^ (x — xj 

4. SBeld^eS ift bie @Iei(|ung ber 2^angetüe im 
^unft P, be§ ^gperfeel ^ — ^ = 1 ? 

Santo.: y - y, = a / x/-"^ ^"" ~ '''^• 

5. 9Bie lautet in ben Slufg. 1—4 bie ©leid^ung 
ber 9lormaIen? 

6. SßJie lauten bie ®Ieid)ungen t)on S^angente unb 
9lormale bei ber femicubifd^en ^arabel y* = 3 x« 
für ben ^unft x, = 3 

Slntn).: 7 = | ^ — 2 

c 2,29 

unb y = - -g y + -3- 

7. @benfo bei ber gteic^feitigen ^gp. y = - 
im ^unft X, = 4 

SÄntro. y = — ^ X 4- 1 
unb y = 16 X — 63 I 



— 79 



§ 24. ^ad Steigen nnt> galten Her 

I. aOBcnn eine ©uroe (jdqI. ^ifl- Ha) im fünfte P 
im ©teigen begriffen ift, bann ift ber 2;angenten* 
minf el t ein fpi^er SBBinf el ; ift fxe Dagegen im fJaHen 
begriffen, bann ift t ein ftumpfer SBinfel (gig. Hb). 
3m erften gall ift tg t pofitit), im jmeiten %aü ift 
tg T negatit). 

2)a nun ftet§ tg t = %-= f'(x) ift, fo fann 

man folgenbe SReget aufftellen: 

@o lange ber D. Q. pofitit) ift, fteigt bie 
Function; fo lange er negatio ift, faßt 
bie Function. 



^) 



^A^.M€(/. 




Z<90 



/r<&o X 



Q 



II. SBenn eine ®urt)e, bie au8 einem ununter= 
broc^enen Sinienjug beftel^t (eine fogenannte ftetige 
©uroe) au8 bem galten in§ (Steigen übergel^t, bann 
ge^t i^r D. Q. au8 bem 9iegatit)en in§ ^ofitiüe über, 
mu§ alfo {yo^xcci, mir oon bem SBert Unenblic^ ab* 
feigen) aud^ einmal 9lnll merben; unb jmar an ber 
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f\ 



\ /e^.4')j6, 




\r>Ä?\r>Ä?'X 



e 



©tcHc, too bic ®urt)c rocbcr faßt nod^ fteigt, fonbem 
il^rcn ttcfftcn ^unft (SÄ in im um) ^at. aOBentt bic 
®urt)e au§ bcm (Steigen inS gaUen übergcl^t ^y^% 
ber D. Q. au§ bem ^ofttioen inS Jlcgatioe über- 
gelten, alfo mieberum 9luII werben; unb jn)at an 
ber ©teile, mo bie ®urt)e il^ren l^öd^ften ^utrft 
(aJlayimum) ^at. («gl. g-ig. 12.) 
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in. SBctrad^tcn n)ir j. 33. bie ®urt)e 

y = x2 — 8x + 5. 

®cr D. Q. y/ = 2x — 8 = 2 (x — 4) 

ift für SBcrtc oon x<:;4 nc^atio 

für SBScrtc oon x>4 pofitit). 

2)tc ®uroc fällt alf jucrft bi§ jum SDSert x = 4 
unb beginnt t)on ba an ju ftcigcn. ^üt x = 4 l^at 
ftc ein SKinimum. 

3)ag Steigen unb %aUm fotgenber (Juroen foK 
erfud^t werben: 



un 
1 
2 
3 
4 
5 
6 



8 

9 

10 

11 



y = x« — lOx — 1 anin. für x = 5 

y = 6x — x« + 2 aWaj. für x = 3 

y = 2x« — 12x + 3 ajitn. für x = 3 

y=l — 18x — 9x2 majc. für x = — 1 

y = x* 3Jlin. für x = 

y = x' fteigt immer 

y = - x*^ fteigt immer 

y = — 2x' fällt immer 

y = — X* fällt immer 

y = +K4 — x^ gjlaj. für x = 

y = — V^4Zr£2 3)|in. ^ixx X = 

a 



12) y = ax — x2 gjiaf. für x = - 



§ 25. äKe^tfaii^ed ^iffevettjireti. 

L Um bie SWapima unb 9Jlinima einer Function 
lei^ter ju finben, muffen mir junäd^ft nod^ einmal 

6 
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auf bic Operation bc§ a)tffetenjitctt§ gurücfgcl^en. 3fft 

it^cnb eine beliebige Function t)on x, bann ift bet 
2)tfferentiaIqnottent 

y, = f/(x) 

im SKlgenteinen roieber eine ^^nction oon x. S)iefe 
neue Function f'(x) fann man nun mieber biffe^ 
rcnjiren; unb biefer neue D. Q. I^ei^t „j weit er 
D. Q. ober jmeite 2lbleitung oon y = f(x)" 
unb toirb mit 

y* = f/ /(x) 

bejeid^net. %x6) y*' = fr(x) ift im Mgemeinen eine 
Function oon x unb ii)x D. Q. ift 

Jm = fw(x) 

unb l^ei^t „inte 2lbleitung oon y = f(xy'. ^n 
gleid^er SBSeife fann man fortfal^ren unb eine 4te, 
5te, n=te Slbleitung 

y(n) = f g) finben. 

n. ©ei j. 95. y = x*, bann ift 

y/ =5x* r=f/(x) 

y =4. 5.x' =f//(x) 
y /// = 3 • 4 . 5 x^ = fw(x) 
yiv^2.3.4.5x =fiv(x) 

yv = 1 . 2 . 3 . 4 . 5 =fV(x)=®onftan§; 
alfo yv^=0. 

aSon folgenben Functionen foll ber erfte, jmeite^ 
britte u. f. m. D. Q. gefunben merben. 

1) y = X* yr=4x^ 

y- = 12 x« 

y w = 24 X 

yiv=24 

yV=0 
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2)y = (l— x)» y' = — 3(1— x)« 

y. = 6(l — x) 

yw := — 6 
ylV^O 

3)y = KiS y' = fx^ 

y = f • J X f 

4) y = l/?5 y, = Vxi 

y„=V> • Jxf 

5) y = l + x» y' = 2x 

y„ = 2 
ylll = 

2 

2 • 8 
y., = — -^ 

TV _ 2 . 3 . 4 

y 2]/^ 

^ = -41^. 



IBon folgettben Functionen foU nur bct (1, 
unb) 2, D. Q. beftimmt roerben: 

8) y = x* — 3x'+5x— 1 y»=12x» — 6 

9) y = x'* — 2x*H-3x' + x' — 2x+l 

T» = 20x» — 24x' + 18x 

6* 
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3 



10)y = Kx» y.=:_g^_ 

5 

11) y = |/5 — x2 r = y (p_^ty 



_ -P' 



12) y=]/^2px 7" = ,, s 

l/(2px)» 

13)y = x + ^ r=|- 

id^ — ^— _2(2 + x) 

^ ^ ~(1 — x)2 ^^ ~ (1 — X)* 

§ 26. aRasima ttttb 9Kttitma. 

I. ;^n § 24 rourbe gejeigt, ba§ im gaUe cincS 
aKajimum^ bcr D. Q. au§ bem ^ofitiocn inS 9legattt)c 
übcrgcl^t, alfo fdbft abnimmt. 2llfo mu§ bcr D. Q. 
bc§ ®iffcrcntialquoticnten für ben gaH cine§ aWayi* 
mum§ ncgatio fein, ^at bic (£urt)e ein 3Jlinimum, 
fo mu§ ber D. Q. au§ bem 9tegatioen inS ^ofttiDe 
über^efen, atfo road^fen. ®er D. Q. beö 2)ifferential* 
quottenten mu§ alfo für ben gatt eine§ 2Winimum§ 
pofitio fein. Qn Serbinbung mit § 24 ergiebt bie§ 
folgenben @a^: 

^at eine Function y = f (x) in einem ^unf t ein 
aWajimum, bann mu§ Der I. D. Q. 

y, = f/ (x) ju 9lua unb ber IL D.Q. 
y// = f//(x) negatiü merben.M 
^at aber bie ^^hction y = f(x) ein SRinimum, 
bann mujs y' = f'(x) ju 9luU unb 

yf. = f./(x) pofttio merben.^) 

1) Xer iJatt f'/(x)=0, für ben fottjol^l ein Wta^mnm aU 
ein SKinimum eintreten fann, tft aujcr 3l^t gelaffen. 
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^n beiben gällcn rotrb 

y,=f,(x) = 0. 2Kfo 
tgT = 

T = ®rab. 

2). i). Qn einem SWafimum* ober aJltnimumpunft 
gel^t bie 2:angente ber x*2ld^fe parallel. 

SGBenn ber II. D. Q. 9tull roirb, bann mu§ auf 
anbere SBeife — etwa burd^ 9luf jetd^nen ber ®urt)e 
— entfd)teben werben, ob ein SWayimum ober 9Winimum 
oorliegt. 

n. SBeifpiele. 1) ®§ fott unterjud^t werben, ob 

1 5 

ber 2lu§brurf y = — x^— — x* + 6x— 4 

•^ 3 2 ' 

ein 9Wajimum ober SWinimum ^at. 

^ier ift y = x2 — 5 X + 6, ber I. D. Q. 
y./ = 2 X — 5 , ber IL „ 

^at bie ©uroe irgenb ein SÄajimum, bann mu§ 
x2 — 5 X + 6 glei^ 31vlü fein; alfo 

x2 — 5 X + 6 = 0. 

3)ie§ ergiebt bie 3Berte 

xi =2, X2 = 3, 

für welche ein SWayimum ober SUlinimum oorliegen 
fann. Um bie§ ju unterfud^en, prüfen mir ben 
II. D. Q. 2 X — 5, inbem mir bie ju unterfud^enben 
SBerte barin einfe^en. 9tun mirb: 

2.2 — 5= — 1 

2.3 — 5= +1 

^m erften gall, xi = 2 liaben mir alfo ein SKay., 
im jmeiten %d(l, X2 = 3 ein 3!tlxn. 

2) ^at ber 3lu§brudE y = x2— 8x+l 
ein SWaf. ober 3Jlin.? 



— se- 
dier lotrb y = x2_8x+l 
y, = 2 X — 8 

y. = 2 

%üx 2 X — 8 = 0, ober x = 4 fann ein 3Jlaj. 
ober 3Äitt. t)orliegen. 

®a nun y = 2 (ftet§) pofttio ift, fo l^aben 
wir ein SJUnimum. 

ni. $at eine Function y = f (x), für x = a 
ein SWofimum ober aRinimum, bann wirb meiftenS 
and) ber aWayimalroert f (a) oerlongt. 

3[n ben beiben 95eifpielen ift 
ba§ aMayimum für 

xi = 2,f(2) = 4-2*— 4- 22 + 6.2 — 4r=^ 



3 2 • 3 

ba8 9Kinimum für 

X2 = 3,l^l3) = 4-3'-4-- 32 + 6. 3-4= ^ 



3 2 ' 2 

bag SRinimum für 
X = 4, f (4) = 42 — 8 . 4 — 1 = — 17. 

Ü^ttitodauf da^eit : 

aSon folgenben Functionen foHen bie SRoyima- 
unb 90tinimq?unfte gefunben n)erben; alSbann finb 
bie jugel^örigen ©uroen ju jeid^nen. 

1) y = 3 x2 — 24x + 5 anin. für X = 4 

2) y = 2x2 — 12x + l amn. für X = 3 

3) y = 2x2 + 18x-7 aWin. für X = - 1- 

4) y = 5x2 + 2x + 16 aJhn. für x = — -^ 
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6x — 3x 



aRoj. für X = — 1 
«Blttf. für X = 5 



5)y = 

6) y = 34-10x — X 

7) y = 5 + 8x — 2x2 gjloj. für X = 2 

8)y 
9) y 



= 4 — 7x — X 



gWaj. für X = — -g 



x» ~ 12 x2 4- 36 X — 15 aJiaj. x = 2 

^JJlin. X = 6 



10) y = X» — 2 x2 4- X — 1 

11) y= 2x3 — 12x2 + ISx 



12) y 

13) y 



2 — 6x 



14) y = 5 x8 — 45 X + 1 



15) y = 



16) y 

17) y 

18) y 

19) y 



ÜJlaf. X =—: 

9Jlin. X = 1 

5 'SflüTC. X = 1 
anin. X = 3 

1 anin. für X = 3 
3- 2" " T3«a5.fürx=-2 

x» — 12 X + 5 anin. für X = + 2 

anaj. für X = — 2 

anin. für X = + /äT 

anaj. für X = — VT 

.«. 2 

SRaj. X = -„- 

ÜKin. X = 

aKin. für X = 0, X = 4 

anoj. für X = 2 

ÜRaj. X = - 1 
aJiin. X = + 1 

anaj. X = 2 

aJlin. X = — 2 
3 



— x2 — X 



= x2 (4 — x)2 

1 + x2 



(2 + x) 



2 



20) y = X 



= X + |/"1 

1 



— 1 



X 



aJiaj. X = — 1 

anin. X = + 1. 
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§ 27. 9(tttgal»eit iikhtv 9Hatma ttttH 

Wtntttta« 

1) ®te 3a^l 100 foQ in 2 ^actoren jertcgt 
»erben, bercn Summe möglic^ft Hein roirb. 

^ft bte eine ßa'^l x, bann ift bie onbere , 

unb X H foU ein 9Jltntmum tpcrbcn. @§ mu§ 

atfo bcr D. Q. 

1 g- glcic^ 91uK fein, 

bieg ergiebt x = (+) 10. 

®er IL D. Q. ift -^ 

unb wirb pofttio für x = 10 

(negatio für x = — 10) 

Sltfo finb 10 . 10 bie ^actoren. 

2) Sine ©tredfe üon 20 m Sänge foH fo in 2 
Steile geteilt werben, bag beren SRed^tedE ein SDioyimum 
wirb. 2Bie finb bie Sängen ju roäl&Ien? 

x = 10. 

3) aBeld)e§ oon allen 5Red^tedEen mit gleii^cm 
;3n]^alt ]^at ben tleinften Umfang? (Cluabrat) 

4) SBeI(^e§ t)on alten 9ied|tedEen mit gleid>em 
Umfang l^at ben größten :3nl)alt? (Duabrat). 

5) 2)ie ßgpotenufe eine§ rei^troinfligen 2)reied§ 
ift c; aOBie finb bie ^attjeten ju mälilen, ba§ bie 
gläd^e be§ 3)reiedE§ ein SWay. mirb? 



(«eibe = -^) 
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6) ®te beibcn ^at^etcn eine« rcd^tiüinHigen 
^rciedS finb jufammen 36 cm. SDSie gro§ finb bic 

I Äatl^eten ju rodtitcn, batnit bic ^gpotcnufc ein 3Äim= 
■ mum toitb? (=18 cm) 

7) ^n eine ©llipfe fotl ba§ größte SRe^ted ein* 
flejeid^net werben; wie gro§ finb bie (Seiten ju roälilen? 

(a Y2 unb b ]/2) 

8) 2lu§ einer ©trecfe t)on ber Sänge s fod ber 
©ejamtumfang eine§ Ärei§fector§ gebilbet werben, 
^ie gro§ ift babei ber SRabiuS ju rodlilen, bantit 
ber 5Iö<^^ninI|alt be§ @ector§ ein SKayimum wirb? 



(-!) 



9) Sin ^unft P/ mit ben ®orbinaten x' = S, 
v/ = 5 ift gegeben. @ine burd^ P' gejogene ®erabe 
fd^neibet bie x^Sttje in A, bie yStje in B. 2ßie groB 
ift OA ju vo&i)hn, bamit ber ^^tjalt be§ 2)reiec!§ 
OAB ein aJlinimum wirb? (0A = 6) 

10) Siner Äuget Dom StabiuS r ift ein ©glinber 
üon ntöglid)ft großem ^t^l^ölt einjubefd^reiben. Söie 
ift bie .^ölie be§ ©plinberS ju n)äl|len? 



(^=Tr) 



11) ^n einen Kegel pom 9labiu§ r unb ber 
i^öl^e h fott ein (£t|linber t)on ntöglid^ft großem ^n^ 
galt eingefd^rieben werben. S03ie ift bie ^ö^e be§ 
4glinber§ ju wälilen? 



("^) 



12) 3)ie Qdf)l 12 foU fo in 2 ©ummanben jer= 
leat werben, ba§ bie ©untme ber Ouabrate ein 
SKinimum wirb. (12 = 6 + 6) 
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13) 3)ic Qcä)l 18 foQ fo in 2 ©ummanben 
jericgt tDcrbcn, ba§ bie ©umme bcr ©üben ein 
aJUmmum wirb. (81=9 + 9) 

14) 2tu§ einer ©trecfc non ber Sänge 1 foK 
man ©runblinie unb .^öl^e eine§ 2)reiecf§ bilben. 
9Bie gro§ ift bie ©runblinie ju nel^men, bamit ber 
f^Iäd^eninl^alt ein Sölayimum n)irb? 



'=ö 



15) @iner Äuget vom 9labiu§ r foU ein Kegel 
t)on möglic^ft großem g^di^^^i^tlöft eingefd^rieben 
merben. SGBie groß muß bie ^öl^e be§ Äegefe an^ 
genommen werben? 



(-10 



16) 3lu§ ben 4 ©dfcn eine§ Quabrateg oon ber 
Seite a = 24 cm foHen 4 gleid^e Quabrate auSge^ 
fd^nitten werben, fo baß au§ bem übrigbleibenben 
©tücf ein oieredEiger haften oon mögüd^ft großem 
;3nl|alt entfielet. SBie groß muffen bie ©eiten ber 
abgefd^nittenen Duabrate fein? (x = 4) 

17) @inem ©reiedE mit ber ©runblinie AB — c 
unb ber ^öl^e h fotl ein SRed^terf fo einbefd^rieben 
merben, baß eine Seite be§felben auf A B fallt. 2Bie 
ift bie ^öl)e be§ 9led^tedE§ ju n)äl)ten, bamit beffen 
;3nl)alt ein SWafimum mirb? 



G=^) 



18) ^ie ©umme jmeier ©eiten eine§ 3)reiedf§ 
ift a -[- b — 24, ber eingef (^loffene SBinfel fei y. SBie 
groß ift a ju n)äl)Ien, bamit ber ^n^alt beS Srei* 
edE§ ein SJlajimum mirb? (a = 12). 
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§ 28. ^te l0gatit^ttiif<i^e ^ncttoti. 

9lad^bcm toit in bcn § 23 — 27 einige 2ln* 
toenbungen be§ 2)ifferenjtren§ fennett gelernt l^aben, 
fel^iren wir roieber ju unferem 2lu§gang§punft jurürf 
unb wollen j|e^t junädift für bie Functionen ber §§ 6—9 
bie D. Q. beftimmen. 

;3ft y=iogx, wobei wir bie S8aft§ be§ Sogaritlimem 
fgftemS nod^ beliebig annel^nten fönnen, bann wirb 
ber 2)ifferenjenquotient 

A X Xj — X ' ' ' 

feinen anberen SBert x + A ^ fe^t, 

A y ^ log (X + A x) — l og X 

A X A ^ 

hierfür fann man nad^ ben befannten ©ä^en 
über Sogaritl^men aud^ fd^reiben: 

^ '^ A X A X ■■ 

1 

A X 
Al = log A + A^\ ^ ot,e^ g„i,(tct) 



X 



A X 



Um biefen 3lu§brudE ju bered^nen fe^en wir 
= z; bann wirb 



i^-J-'»^0 + l) 
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SBitb nun A x = 0, bann roirb z = ao , unb 
z 
/l + l^l erlangt bic unbeftimmtc ©cftalt 1 ^, 

TOofür in § 11 ber ©renswcrt e = 2,71828 gcfunben 
würbe. 2lIfo finbcn rovt 




dx X & 1 z = 00 V z 

ober J^ = - log e 



®ie§ ergicbt bie gormcl: 

^[ft y = log X, bann ift y = - log e. 



n. ®icfe gormel gewinnt eine befonberS einfädle 
©eftalt, wenn man bie 95aft§ be§ Sogarit^menfgftem^ 
fo wäl^It, ba§ log e gleid^ 1 wirb; b. 1^. wenn man 

e = 2, 71828 

felber jur 93aft§ be§ Sogaritj^menfpftemg mäl^It. (2)er 
Sogariti|mu§ ber ©afi§ ift ja ftet§ gleid^ 1). S)ann 

Tpirb y' = -. 
•^ X 

üWan nennt nun bie Sogaritl^men, meldte auf 
bie »aft§ e = 2, 71828--- bejogen finb, ,,natur^ 

lid^e gogarit t) men'' unb bejeid^net fie mit 1 (x). ^n 

ber l)öl|eren SJlat^ematif werben faft nur natürliche 
Sogaritlimen gebrandet. Um einen natürlid^en Sog. 
ju bifferenjiren, tiaben wir nun fotgenbe einfädle ^omtel 

Oft y = 1 (x), bann ift y. = A. 
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m. 3[ft y = 1 (f (x)) bann wirb md) § 20 

ober, toenn mon f (x) = u fc^t: 
3ft y = 1 (u); bann ift 

•^ u 

®ic8 ergicbt folgenbe Siegel: 

2)er ßo^aritl^mug einer Function? wirb 
bifferenjirt, inbem man einen Sörud^S'f^ilbet 
in beffen Slenner bie gunctton, inlbeffen 
3al|Ier ber D. Q. ber Function fielet. 

IV. »eifpiele: 

3ft y= l(2x»-5x2+10x-l), bann ift 
_ 6x« — lOx+10 

y'~ 2x« — 5x«H-10x-l 

3ft y= log (5x»— 1), bann ift 

(10; 

15x« , 

^ 5x» — 1 (10) 

golgenbe Functionen fmb ju biff erenjieren : 

2x 



l)y l(x«-l) 


y X« i 


2)y l(l-x) 


1 

y 1 X 


3) y— l(x»— 3x«+2) 
4)y 1(1 -X*) 


^, 3(x 2)x 
^ x' 3x»+2 
-4x» 

y i-x* 
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6)y 



_u»& 



l(x») 
=l(x -) 

8) y=l(3x) 

9) y=l(5x) 
.0)y--=l(3) 

l)y=l(5x*) 

.2) y=l(ax ") 

3)y=l(l+^) 

■4) y=l(l/^ 



5)y= 

7)y= 
8)y: 
9)y: 



3 



4(Kxj 
■i(Ki) 

=1(2VP) 



7'= 

y- 
y^ 

y- 

y 
y 

y 

y 



X 

n 



X 

1 



=0 



20) y=l(al^x«) 



y=- 
y=- 
y=- 

y=- 

y=- 
y=- 

y= 



X 

n 

X 

-1 

x(l+x) 

1 

2x 
1 



3x 
1 

nx 
3 

2x 
3 

4x 
7 

3x 

9 

px 
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21) y=: 

22) y=l 






23) y=l 



3 



24) y-: 

25) y= 

26) y=: 

27) y= 

28) y=: 

29) y=l 

30) y=l 

31) y=: 

32) y= 

33) y= 

34) y=: 



V5KxV 

VKxa/ 

[(1-Ki) 



[(x+Kl+xn 
, (a+Ka^— X«) 

X 

i(K«x=i«) 
_J. 

]/r+x« 



1 

2x 
1 



V'= j — 

4x 



y'= 



7'= 



3x 

a 

nx 
1 



7'= 



2(x^Kx) 
1 

a 



a— 2x 



2ax— 2x» 

X 



7'=- 



14-X2 
2 



y' 1— X2 

2 



1 



'^ 1-x« 

_ 1 

'"~x(l— x«) 



— De- 



ll . 1"-^ (x) 

35) y=[l(x)]» =1" (X) y,=°_L_-W 

36)y=l»(x) y'=^^ 

Q7\ 12/ ^ I u\ 2al(ax4-b) 

37)=l^ax+b) r= ^^^^ 

9ä^ i»^,. A 121H6X*) 

38)y=l»(5x*) J'=— 



X 



39) y 



X 

40)y=l»(i) y'=Z^^ . 

X 

41)y=x+l(x) y'=l + T 

42) y=3x»-t- l(x*) y'=6x+^ 

43)y=l(x)-i-^ y,=l.+^+J, 

44,y=Kii+P-l(-+ß) y,=^^_-^^ 

45) y =x . 1 (x) y '=1 +1 (x) 

46) y=x*l(x) y,=x(l-|-2 l(x) 
47)y=x»l(x) y'=x*(l-t-31(x) 
48)y=x''l(x) y/=x°-Ml+nl(x)) 

49)y=(ax+b).l(x) y,=*.*-±^+al(x) 

50)y=(ax+b)».l(x) 

y'=(ax+b)*(^_,.3al(x)) 
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61) T^d+x^Kl-i") y-=2i (1 (l-i>)-|±^ J 

59) y=- . l(j^^) y,=-^^_^--^l(^) 

^^v X ,, V 1 — X+l(x) 

6i)y=Ki« y'=2iFf^ 

62) y=KI=p(i) 7'= 



1 



63) y=l(i) y: 



2xKl+l(x) 
1 



xl«(x) 
64)y=VTTT(i) y.= ^+'^^^ 



2 • Kx • l(x) 

, ^ x2(l4-31(x)) 

66)y=KIn(^ y'=TÄw 



— 98 — 

§ 2^- Sie C^^ottetttialfnttciioit. 

Um btc Function 

ju biffcrenjiren, logarttl^miren toir obige ®Ici(^ung 
unb ^nben bann 

1 (y) == X • 1 (a) ober 

^ = 1^0" '^^^' 

9lun bilben voix ben D. Q. na6) y, wobei ju 

bead^ten ift, ba§ T7~V ^^^^" conftanten gactor hcst- 

1 ^a) 

dx 1 

fteOt; bie§ ergiebt: ^= ^ . . ; ba^er 

-I = y . 1 (a) ; unb wenn mon für 
y feinen SBert a^ einfe^t, 

| = a-l(a). 

S)ie8 ergiebt bie Sftegel: 
gft y == a^, bann ift y/ = a^ 1 (a). 

©e^t man a = e = 2, 71828..., bann tüirb 
y = e* unb y/ ^= e^ 1 (e) = e* 

ailfo: 

gft y = e^, bann ift y/ = e^. 

S)ie Function e^ l^at alfo bie merfmürbige ©igen* 
fc^aft, ba§ i^r D. Q. ebenfaUS gleich e^ ift. 

gfft y = e ' (*), bann mirb 

y, == e'(^) • f' (x), ober für f (x) = u, 

g[ft y = e^, bann mirb 
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3ffty = 


= a« 


, bann ift 


y 


— a'^ 


• u/ . 1 (a). 


ftiftttngdftttfga^eit: 


1) y-e^ 




y,_ex2. 2x 


2)y e-" 




7' e^'^ • nx^ ^ 


3) y — e*x + ß 




y, ea^+ß . a 


4) y— e-^^ 




y/ — — 5 • e ^^ 


5) y-e»^-" 




^' 2Kx 


6) y— 6=^+1 




y/ e^+^ 


7) y e« 




y 


8) y— et/i-^' 


Vi X^ X 


' Ar 


^ Fl X« 


9) y a3^ 




y/ — a3^1(a) 


10) y-2^ 




y 2^1(2) 


11) y — 4«^ + ß 




y,— 4a^ + ß. al(4) 


12) y— 4eT 




y— 64 


13) y— X. e^ 




y-eMl+x) 


14) y x'^ • e* 




y — X- e^(2-f-x) 


15) y x"- e^ 




y x°-i(n-fx)e^ 


16)y_(x-l).e 


z 


y/ — X • e^ 


17) y— (x2-2x+2)e^ 


y — x^ • e^ 


18) y— 2(«°'+e 


-1) 


y,_ ^ (^em — e mj 


19) y — iDiem-j-e 


•=r 


/ 2x — 2x\ 

y — 2 lern — e m 1 


OA\ . ® 




e^(x 1) 


20) y_ ^ 




y' x^ 



7* 
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„- e^ e' (x — 2) 

oo^ 6 ^ e'(x — n) 

22) y=^ J'=-' ^n + 1 

e' — 1 2e^ 



30) y= 



23)7=^7+1 ^' = (6^+1)=' 
e^+1 2e^ 

^ V7^ 

25) 7=1/ e^ y'~^~ 

26) y=Ke^ y' = Y^'^®^ 

3^2 

27) j=V^ y' = -^-Ke^' 



2 



28) y=e»w y' = 

29) y=eM(x) y'=e^('Y+^(^)) 

e^(l(x)-|) 



1 



31) y=e'+l(x)+x« y/=e^H j-Sx^ 

32)y=^Tqri y'=(iiiFI)2 

1 — e' 

33)y=KP+I y'-2V(ex_,_i)S 

34)y=Kx.(3^+l) y — ll^i^K^) 

35) y = (5»^+l)* y. =4(53^+1)3 . ö»^- 31(5) 
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§ 30. ^ie ^nticttoiieit Sinns ittib Cosinns. 

I. Um bie Functionen y = sin x unb 

y = cos X ju biff crenjiren, 
leiten xüxx junäd^ft einen ^ilfSfa^ auS ber Sirigono* 
metrie ab. @§ ift bef anntlid^ : 

sin (a -|- ß) = sin a • cos ß + cos a • sin ß, unb 
sin (a — ß) = sin a • cos ß — cos a • sin ß. 

3)urd^ ©ubtraction ergiebt bieS: 
sin (a -)- ß) — sin («— ß) = 2 • cos a • sin ß 

©e^t man nun a -j- ß = x/ 

a — ß = X fo ba§ alfo 

X / -[~ X 

* ~ 2 

ß = ' ~ — , bann mirb: 

X ' "4~ X , X ' — X 
sin X / — sin X = 2 cos ^ • sin . 

^aben mit alfo bie Function y = sin x, bann roirb 

A y sin X' — sin x -. o-tr v r a 

A ^ x/ — X 

93rud^e§ läjgt ftd^ nad^ ber eben abgeleiteten gormel 
umformen; bann mirb 

A o X' -f-X . X/ — X 

A y 2 . cos sin 



A X 



X' 

ober: 

X'-j-X . X' — X 
AX X'— X 
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X' — X 



Seist man nun nod^ — g— = z, bann wirb 

Ay X/+X sin z 

—^ = cos —^ 

A^ 2 z 

©el^t man nun jur ©renge über, inbem man 
x'=x, alfo z=0 werben läßt bann etbält-?^5_^bie 

z 

unbeftimmte ©eftalt ^ beten mitHtd^er aBert im § 11 
beftimmt mürbe; nämlic^ l"^^?i5-5== i 

z=0 z 

(£§ mirb bal^er: 
^_^^ x+x lim sinz dy 

^ _eos ^- -^=0 "V ^^^^ dx = "^' ^• 

2)ie§ ergiebt bie Siegel: 

gift y = sin x^ bann ift y/ = cos x. 

2)en D. Q. t)on y = cosx fann man auf al^n* 
Kd^e aßetfe, leidster aber burd^ Burüdtfül^ren auf 
Sinus finben: 

@§ ift cos a = sin (90* — a)^ alfo in 95ogen* 
maaJ3 cos x = sin Q — x). 

@§ mirb ba^er y = (cos x =) sin (^ — x), 
alfo y. = cos (? — x) . (— 1) 
ober y^ = — cos (J — x) = — sin x. 
Ober auf folgenbe SBeife: 

y = cos X = K 1 — sin^ x 

— 2 sin x*cos x — 2 sin x • cos x 

~ 2V 1— sin^x "^ 2 cos x 

y'= — sin X. 
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3)ic§ ergicbt bic SRegel: 
;3ft y = cos X, bann ift y = —sin x. 
(SWan bead^tc baS SKinu§8ctd^en.) 

3la6) § 20 toirb für 

y = sin f (x), y = cos f (x) • f/ (x) 
y = cos f (x), y/ == — sin f (x) • f' (x) 

ober Toenn man f (x) = u fetyt. 

^ft y = sin u, bann ift y = cos u • u' 
y = cos u, bann ift y = — sin u • U' 

1) y=sin(3x) y/=3cos(3x) 

2) y=cos(5x) y/=— 5sin(5x) 

3) y=sin(mx+n) y'=ni cos(m x-f-n) 

4) y=cos(n — mx) y'=in sin(n— m x) 
5)y=sin| y,=icos^ 
6)y=6cos| y,= — sin|- 

7) y=sin(x«) y =2x • cos(x*) 

8) y=Bin(x«) y=n • x^-icos(x") 

9) y=cos(x») y/=— 3x*sin(x8) 

10) y=cos(x'^) y=— n * x^-^sinCx'^) 

ll)y=cos(l-x2) y/==2xsin(l— X*) 

12) y=cos(l— x+x«) y/=(l-2x)sin(l-x+x*) 

iQ\ • 1/ — acosVi;! 

13) y=smyax y,=— --,=- 

— asin]/ax 

14) y=cos j/i[i r= 2y^ 

1 

1 b:v . 1 COST 

15) y=sin- y,=— _^ 
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16) y=cos^ 



. 1 
sinr 



17)y=sin^. 

18)y=cos4, 

19) y=(sin x)*=sin2x 

20) y=(cos x)^=cos2x 
21)y=sin*x 
22) y=co8*x y/ 



y.^ — 2siiiF» 



2cos^ 



24)y=cos«m 



25) y=-^ 
sm X 



26) y: 



COS X 

27) y=^,- 



28) y=. 



COB^X 

•^ cos^x 
31)y=Ksinx 



y/=2BinxcoBx=8m(2x) 
y/=— 8in(2x) 
y/=3sin*xcosx 



'= — 4 cos*'x sm X 



23) y=cos2 ^1^ y ,=^cos^ . sin^ = ^^^Vx/ 



x^ 
3 



2 



COS 



© • *■© 



7'=- 



_ C08X 

sin^ X 
sinx 



7'= 



COS*X 
2C08X 

sin^x 
2 sinx 



7'= 



cos'^x 
5 sinx 



cos^x 



— 6cosx 
sin^x 



7'= 



C08X 



2Ksi 



sinx 
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32) j=y cos X 



— smx 



33) r 

34) y: 

35) y=l| sin 



l(Bin x) 
l(cos x) 

X— 1 



(""¥) 



37) y 



38) y=: 



=.0.1/1 



<-Vl) 



39) y 

40) y 

41) y 

42) y 

43) y 
44)y 

45) y 

46) y 

47) 



.aCOSX 

■x • sinx 



=x • sini 

:X*C08 X 

a:"8inx 

:X"COSX 

sinx 



48) y= 



X 

cosx 



49) y= 



X 

cosx 



50) y: 

51) y: 



sinx 



y 

7 



36) y=l(8mKl+3i) y 



y 
y 

y 
y 
y 
y 

y 
y 



Binx 



y 
y 



2 ]/ cos X 
=cotx 

= — tangx 

1 ,x- 
— „ cot 



.1.1/1 



2K: 



y^vi 



w 

=co8x • e*^"** 
= — sinx • e*^*^^^ 
=x • cos x-f sinx 
: — xsinx-|-cosx 
:x(x cos x-|-28in x) 
:x( — X sin x-[-2co8 x) 
-xn-i(x cos x-j-n sin x) 
-xD-i^ — X sin x-f-n cos x) 
X • cos X — sin X 



X sin x-f-c os X 

xsinx-j-Scosx 



X cos X — 48in X 



=e^ (cos x-j-sin x) 
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52W=?^!?^ Y — (sin x-f-cos x) 

53) y=:co8 X • l(x) y/z=??ü^ — sin x • l(x) 



cosx 



T. 



cos^x 
55)y=sinx« cosx y"=cos(2x) 

56) y=(l-4-28inx)co8x y/=2co8(2x) — sinx 

57) y=8in x sin(l — x) y/=8in(l — 2x) 

58) y=sin x — x cos x y '=x • sin x 

59) y=sin*x-|-co8*x y'=0 
60)y=co8*x — sin*x y/= — 28in (2x) 
61) y=2cos*x — cos(2x) y/=0 

62) y«3Biiixco8«x-j-sm»x y/^3cosx • cos2x 

63) y=sin*x+co8*x-+4sin'(2x) y'=0 



64) y= 



2 

1 — cosx 28inx 



1+cosx ^ (l+cosx)2 



sin X — cos X ^ (sin x — cos x)^ 

nn\ sinx4-cosx sin^x — cos'x 

6b) y=- ! Y'=-r-ä ö- 

smx- cosx '' sm'x • cos^x 

67) y=e«i'^'^ y/=sin(2x) . e«^°*^ 

68) y=e«°«'^ y/=— sin(2x)e°°«'^ 
69)y=(e^* sinx)^ jf=e^ • [28in*x-j-sin(2x)] 
70)y=sinx« e***^* y/=cosx- e^*°*(sinx+l) 
71)y=cosx • e^^^^ y'=— sinx • e<^°^ ^(oos x+l> 
72)y=sinx- e*'*^'*^ y'=e*'^^^(cosx — sin*x) 
73)y=co8x- e"^^ y /=e^^" ^(cos^x — sinx) 
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§ 31. ^ie gfooetiimett ^^angeitd tm^ 

3)ie 5w"ctwKen y = tang x unb y = cot x 
fdnnen auf bie t^unctionen sin unb cos ^urüdgefül^ct 
loerben. @§ ifi ballet 

y = tang X = • Sllfo 

008 X • COS X — sin X • ( — sin x) ^c **. 

•^ 008^ X 

cos^ X + sin^ X 1 

y^ = ! -— 

COS^ X COS'* X 

©benfo flnbet man für 

cos X 

y = cot X = 

•^ sin X 

sin X • ( — sin x) — cos x • cos x 

J' = ^ ^"2 



y = — 



sin^ X -f- cos^ X 



sin^ X sin^ x 

®ie§ crgiebt bie Siegel: 

3ft y = tang x, bann ift y^ = — ^ 

cos JL 

„ y = cot x^ bonn ift y = ; 



sin^ X 



aWan !ann biefen gotmeln nod^ eine anbete 
©eftalt geben. ©§ tft 

1 sin^x + cos^x 1,^2 s. 

— rz = 2;;: = 1 + tg^ X unb 

oos^ X cos^ X ' ® 

1 sin2 X 4- cos^ x ^ , . „ it ^ 

. = r-^5 = 1 -4-cot2 x; alfo audb 

sm^ X sin^ X ' 7 r -v 
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föt y = taog X j' = 1 -\- t^x 
„ y = cot X y = — (1 + cot^ x) 

^tefe testeten formen toetben mit jjebo^ nui 
fetten benu^en. 

9tacf) § 20 ifl roieber für 
y = tang (f (X)), y, = _^^^ . f, (x) 

y = cot(f(x)), y, =_-^^|_^.f,(x). 

iiiftunddattf gaben : 

l)y = tg(3x) 7' = ^^) 

4 

2)y = cot(4x) J' = ^^J^^ 

3)y = tg(-5x») y,= " ^^^ 



oos^ ( — 5x2) 

21x2 
4)y = cot(-7x») y, = -j-,^-^ 

5)y=tg(f) y' = 2^^ 

6)y = cot(|) y' = 3d^ 

^)y = tg(3^) — COt(x) y, = -— _ 

•^ sin2 X • cos^ X 

^v ^ X + sin X • cos X 

9)y = x .tgx 7'=-^ 



C0S2 X 
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10) y = X • cot X 
ll)y = (x.tgx)« 



I2)y = ^ • 



r=' 



sin X • cos X 



sin^ X 



2xtgx 

X 



y/ = — '^ tff X 

^ C0S2 X ö 



x-j-sinx -cosx 
cos^ X 



13) y = 



cotx 



' X 

y/ = cot X -| r-ö— 

•' Bin* X 



14)y=a«" 



16) ya 



— ootx 



16)y=l(tgx) 



22)y=]/cotx 



7' = 



7' = 



oot'x 
a *g^ Ua) 

cos* X 
a -cotx .i(a) 

ain'^ X 



y,= 



17)y=l(ootx) 

19)y = e^ . tgx 

20) y = e^ • cot X 
21)y=Kti^ 



r= 



r = 



sin (2 x) 
— 2 

sin (2 x) 

2 ^ 2 

1 — 2 sin* X cos (2 x) 

e^ / 1 , . V 
I k sin X 1 

cosx\cosx / 



_ eW 1 \ 

= -: I cos X ; l 

Sin X V sin X / 



r= 



r= 



2 cos* X • |/tg X 
— 1 

2 sin* X Y^ßot X 

1 3 



2B)y = tgx+oot(3x) 7' = ^-^^ " ^^T^) 
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4 
24) y=sinx— cot (4 x) y/ = oosx + ^j^a"^. 

§ 32. ^ie f(trcitdfittieÜ0tiett. 

Um bic Functionen j = arsin x 

y = arcos X 
•y = artang x 

y = arcot x ju biffereti^ 
jiren, löfen xoix biefc @teid)ungen nad^ x auf unb 
finben bann bie inoerfen ©leid^ungcn 

X = sin y 
X = cos y 
X = tang y 
X = cot y 

3hm bilben mir bie D. Q. biefcr trigonometrU 
jd^cn Functionen unb finben 

dx 

— - = cos y 

dy ^ 

dx 
^=->smy 

l^i + tg-r 

^=_ (l + cot^y) 

®arau8 finben mir bann bie D. Q. bcr SlrcuS* 
functionen 

dy_ 1 _ 1 

dx cos y Vi — sin ^y 

dy^_ 1 ^_ 1 

dx sin y Vl~— cos ^y 
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dy_ 1 

dx 1 + tg 2y 

dj^_ 1 

dx 1 + <5ot ^ 

giun f önncn n)ir no^ in bcn 4 gdUcn f e^en : 
im erftcn sin y = x 
im jmeiten cob y = x 
im britten tg y = x 
im vierten cot y = x unb finbcn bann 

dy 1 

dx ~ K 1 — x2 
dy _ 1 

dx — ~ Kl — x2 

dy ___!__ 
dx ~ 1 + x2 



dy 1 



. 2)ie§ ctgiebt bie Siegel. 



dx 1 + x2 

3[ft y = aresin x, bann ift y = ^ 

VI X2 

1 

„ y = arcos x, „ „ 7^= — 



/ 1 — x2 

1 
„ y = artang x, „ „ y, = 



1+X2 

1 
r, y = aCCOtg X, „ „ y, = — ^ _^ ^2 

hierbei ift befonberS ju bead^ten, ba§ ber D. Q. 

Don arsin unb ber t)on arcos fxä) nur burd^ baS 

aSoQeid^en unterfd^eiben. ©leid^eS gilt uon arctang 
unb arcotg. 
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y = arsin(4x) j. = y^A= 

y = aroos (5 x) y/ = - . = 

7 



y = artang (7 X) 7' =-7^149x2 
y = arcot(2x) 7' = — 3-314 
y = arsin (1 — x) y/ = 



x2 



V2 



X — X 



y = arcofl(l-x) j, = y==== 

y = arctg(l— x) y' = g_2^_^^2 
8) y = aroot (1 -x) y/ = g_2^_|_^a 
y = arsin (1) y' = ;^p^= 

10) y = arcos (1) y = J^p^j 
y = arctg(i) y, = -j-i^ 

12)y = arcot(i) y'^^Tl?" 

,^ 1 

13) y = arsin Kl-x» y = - ^^^^ 
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4) y = arcos Kl — x'* y/ = ,, 

. y l-x2 

5) y = arctg rx 7'== 



2(1 +x) Vx 



x2 



6) y = arsin y^^ r =J^ 

7) y = arctg -^ y/ = 



1— X ^ 1—2x4-2x2 

8) y = arcot V^- ^ = 2 ^s --^ ') V^=r, 

X 

9) y = X . arsin x y = ..^ + arsin x 

V 1 — x2 

j 20) y = X . arcot x y = — — , .^ -|- arcot x 
21) y = e^ arcos X y/ ^= e^ 1 arcos x — ^ - \ 

§ 33. ^evtttifd^te ttbttitgdattfaa^ett. 

SDSir finb nunmcl^r im ©taube fämtlid^ in ber 
@lcmentarmat]^cmattf auftretcnbcn Functionen ju biffe* 
reujircn. Qm SHa^ftel^enben finb uo^ eine Slnjal^I 
Slufgaben über üerfd^iebcnartig jufamntengefe^te gunc^ 
tioncn gegeben, hierbei rooHen xoxx un§ jebod^ einer 
etn)a§ anberen @(|reibn)eife bebieuen. 

9fty = f(x), alfo^ = f(x), 

bann fönnen bie ©rö^en dy unb dx atö unenbliij^ 
f leine S)ifferenäen (3)iffereujiale) aufgefaßt werben; 
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man fann afebann bie ©leid^ung mit dx multi^ 
plijiren unb finbet 

djr = f / (x) . d X, ober ba y = f (x) ift, ' 
fo fann man ftatt djr aud^ df(x) fd^teibcn; bieS er* 
jielt bann bie ©d^reibmeije 

df(x) = f,(x) . dx. 

:3ft j. ö. y = f(x) = x», bann ift 
^=3x«, alfo 

dx 

dy = 3x2dx, ober aud^ 
d(x«) = 3x» dx 

2)iefe ©d^reibmeife finbet befonberS in ber 3>tite* 
gralred^nnng Slnmenbung. 
3)ie ©leid^ung 

dy ==f/(x) . dx 

l^at folgenbe ©ebeutung: ^ft dx eine unenblid^ Keine 
3una]^me ber SSeränberlid^en x, bann erleibet au(^ y 
eine 3ii^ö^"i^ (ober Slbnal^me) dy, unb biefc Qn^ 
nal^me dy ift gleid^ dx mal bem D. Q. f'(x). 

9Bir merben alfo in biefem § bie neue ©d^reib* 
meife anmenben; merben alfo beifpiefömeife f (^reiben: 

d(x'^) = nx'*-idx 

d (sin x) = cos x d x 

d (tang x) = — V^ . d X 

d(e^) = e^«dx 

U. f. ttJ. 

1) d[(ax« — bx»-f c)»] 

= 15(ax« — bx» + c)*(2ax» — b)x« dx 
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2) d [(2+ x) Vmi] = 2T^= • d^ 



3) d[(2 + 3x2)V(l-x*)3 = y^ _^J • dx 

^^ **[y!T^] ^V (i-2xy • ^" 

5) d(a + °*^ + a-°^^) 

= m(a™^-~a— 9^^)l(a) • dx 

8) dl(a+x+F2ax+x2) = ^^^^^_^^, • dx 

9) d(8in^x • cosx) =sin2x -(3 4sin^x)dx 

iA\ A ' n/ M cos[l(x)] 
10) dsm[l(x)J = *• -^ d 



X 
X 



1 , 

= -: — • dx 
sinx 

x\ 1 



ll)dl(tg|-) 

12) dl f cot I) = ^-dx 

\ 2/ smx 

13) d(x . e<^<>8^) =e<'^«^(l — xsinx). dx 

14) darctg 1/^ = 2(a+2x)Vx(a+x * ^" 

15) d{2coß2(x4-5) — co8 2x) 

= [ — 4 cos (x + 5) sin (x -f- 5)+ 2 sin 2 x] dx 

■i/^NiF/ 1 . X . 1 x-f-x^arctffx _ 

16) d |^(x — — arctg x) arctgxj =—L——^^- . dx 

8* 
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1) 9D8te lautet bie ©Ictd^ung im ?ßunft PiCx^yi) ber 
C^onenttalcutDe y = e^ ? 

y — y, = e^» (x — x,) ober 

y - yi = yi (^ - xj 

m / — ~— \ 

2) ©benfo für bie Suroe y=— le°^+e »»L 

bie fogcttannte Äettenlinie. 

1 / i!b. -5i\ 

y— yi = — ^(em— e mj (x — x^) 

3) ©benfo für bie ®uroen 

a) y = sin X y — y, = cos x^ . (x — xj 

b) y = cos X y _ y^ = _ gin X, . (x — ,Xj) 

C)y = tgX y^y^=_^.(x-X,) 

d) y = cot X y — y, = — gin«- ; (^ — ^i) 

4) aSBic lauten bie ^^angentengleid^ungen ber vorigen 
2luf gäbe, tücnn ber ^unft P^ bie Slbriffe X/ = -^ 
liat? 

a- y = y /2-X + — /2.(l- -j) 

b. y = ~YK2-x+i-K2(i+T) 

1 I ^ 71 

c. y=2x+l-- 
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6) Sie lautet bie ^iangentengleid^ung im ^ntt 

.. w V /r X • sin X 
mtt X. = -^ Der ®un)e y = 

y = — 1 ! X — ^ • — 1 1 

^ 12 ö 12 ^12 

6) SBßie lautet bie 2:angenten0leid^ung ber logaritl^*» 
mifd^en ®urt)e y = l(x) tm $unit Pi- 

y — yi= — (x~x,) 

7) SDBie lautet fte für x, = e = 2,71828 . . . 

1 

y=r— X 

•' e 

8) SD8ie lautet in ben 2luf gaben 1—7 bie®Ieid^ung 
ber jugel^örigen 9lormaIen? 

9) 93on folgenben @iun)en joQen bie ©leid^ung bec 
Sangente unb 5lormaIe im ^unft Pi (x^ y^) be« 
ftimmt merben 

a. y = x« — 6x + 10 für x^ = 1 

y=-4x + 9 



1 , 19 



b. y=^Vffit x, = 2 



1 ,3 

y = -T^+T 

y = 4x- ^ 



8 



1. y = yx* für X, = 1 y=— X — 



1 



3 3 

3^7 
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§ 35. 9ie 4 3!iittf|etttetifHI<(e. 



"^ 


l 


<% 


..IS. 








v/ 


CyjM 






A 


K 






/' 


f 




\ 




/x st 




sn 


\ x 




5" 

*■ s> 


> 


l 


Hl ^ 



3tc]^t man im ^unft P einer Suroe j = {{x) 
%anQtntt unb 9lormale, bann nennt man ba8 ©tüdt 
P T bie „Sänge ber Sangente" ober furj bie 
„Sangente", baS ©tüdf P N bie „9lormaIe"; 
baS ©tücf Q T I^eij3t „©ubtangente" (^rojection 
ber Sangente); ba§ ©türf QN ][ieift „Subnormale" 
(^rojeftion ber 9lormaIe). SBBir moÖen für biefe oicr 
„Sangentenftüde" folgenbe Sejeid^nungen ein« 
füliren : 



Sangente 
9lormale 
©ubtang. 
©ubnorm. 



= P T 

= PN 
= Q T 
= QN 



= t 



n 
st 
sn 



SBenn man für einen gegebenen ©urpenpunft P 
bie Sänge eine§ biefer t)ier ©tüdfe fennt, tann man 
leidet bie Sangente unb 9lormaIe an bie Qmvdz im 
^nft P conftruieren. 

Um bie ©rö^en t, n, st, sn ju beftimmen, l^aben 
mir in ber ^ig. 13 
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tg T = ^ = f'(x) = y, «nb 

sn tf- 
tg T = — ; alfo sn = y > tg T = y * y/ 



%txntx tft 



_,,2_lP . 



t2 = y2 + st' = y2 4-^ ; alfo 

n2 = y2 + sn2 = y^ + y2 . f; alf 



5B3it fittben alfo für bic 4 Xangentenftürfe fofc 
gcnbc aBerte: 

sn=y-y' n==y • KF+Cyö^ 

JBeifpiel: 
gut bie ^atobet y" = 2 px ober 

y = V2^ ift 

_ P p 

^' K2px y 
olfo: an = y • y ' =y . I = p 

y p p p 
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n = y Yi-hf =yl/i+S-=l/p^p' 



* = ylAT(^=ylAS =J1A^ 



Ufrtttigdaitfga^ett: 

1) SBeld^c Sangcntcnconftructionen für bic ?ßara6cl 
gelten au§ ben bercd^ncten SBcrten für sn unb 
st l^croot? 

2) SBic grojl ift bic ©ubtangentc ber Slipfc: 

^ j_ y!_ — 1 ? ^* ~ x^— a^ 

3) aSie grog ift bie ©ubtangcnte ber ßgpcrbel: 

^ j_ Z!. — 1 ? ^^ ~ x2— a^ 

a2 -r 1,2 — ^— X 

4) SBcId^e 2:angcntenconftruction folgt au8 3[uf* 
gäbe 2) unb 3)? 

5) SGBic grojl ift bie Sflormale beS ^eifeg 

n = r 

6) 3Bie gro§ ftnb bie 4 Sangentenftüde bei ber 
©inu^linie y = sin x ? sn = sin x . cos x = — sin (2x) 

st =tg X 



n =sinx Kl + cos^ x 
t =tgx Kl + cos2 X 

7) SBßeld^e S^angentenconftruction folgt au3 bem 
zbtn berechneten aSert für sn ? 
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8) SBie gro^ fmb in 6) bte Xangeittenftflrfc für 

«„ 1 

X=r-1 Blie- 

st = 1 

9) 8B3cId^c8 ftnb bie 4 ^ngcntenftüde bcr ®un)e 

8t = 1 



y r= e^ ? 



an = e^^ =^2^ 

n =yKl+y2 

t = VY+f 

10) SBeld^e Siangentenconftructuin ergtebt fid^ auS 
bem aBert st = 1 ? 

11) Sßte gro| fiub in 9) bie 4 ^angentenftfide für 

X=rl? 

st = 1 

sn = e^ 

t = y 1 4- e'-' 
n = e Kl + e"? 

12) SEßte gro| ftnb bie 4 Xangentenftüde im ^untt 

X =: 2 ber Suroe y = -? 

■' X 

1 

sn= g 
st = 2 

t =AkT7 
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13) SBie gwt fmi> Wefe ©türfe im «ßunft x = l bet 
©um y =;x? 

sn = 2 

st = i _ 

n = K5 

t = iK5 

14) aBte groß fmb biefe Stüde im «ßunft x = 1 

3 

ber ©urae y = V^? 

an = f 

8t = I 

n =f 

t =i. 

§ 36. XSleUcre 9litf nolbett ftüe« aRnfitiiii 



1) 


3)ic aWofima unb aWinima bcr gunftton y — 
sin X fmb ju bcftimmett. 




^icr ift y — sin x 
y/ = cos X 
y = — sin X. 




®cr I. I). Q. cos X Tüirb glcid^ für 

n 3« 5u (2n + 1) n 
"" 2^ 2 ^ 2 2 




9lun tütrb aber y — sin x 

-... £„ 3 11 7« 11 11 
pofttto fflr X _ 2 ; ^ ; 2 




negatto für x _ ^ ; ^ ; ^ 
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3)ie ^nction I|at alfo fDlajrimapunfte fär 
X = ^-; -^; ~ , SRinimopunfte für 

3 11 7 7C 11 71 
V • ♦ 

2 ^ 2 ^ 2 

2) @bcnfo t)on ber Function y = cos x. 

äRoj. für X = 0; 2 «; 4 7c; 6 ,1 

3Win. für X = «; 3 «; 5 ic; 7 Tc 

3) Sbenfo oon ber Function y = g + cos x 

an .. n 13 25 37 

aWoj. für X =_;—„; — „; — „ 

cm- r- 5 17 29 41 

3«m. für X =g«;-ß-";^«;-^« — 

4) Sbenfo oon ber ^^unction j = - '\- Bin x 

m ^' 2 8 14 

aKm. für 31 = 3 ^/ y^. y^ • • • 

5). aWan jeic^nc bic ©urocn 3). unb 4). um 
baS 9}efultat geometrifd^ ju beftätigen. 

6). SWatt jetd^ne bic ®urt)c jr = e'' + e""^ unb be* 
ftitnme il^re SUlajtma^ unb SÄintntapunftc. 

a»in. für x = 0. 

7). gbcnfo: y = -^ 

ÜÄaj. für x = 2 
aJlm- für x==0 

8). ©benfo y = r^ 

l(x) 

aWin. für x = e. 



L^ 
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9). Sbenfo y = e^ sin x. 

cm ^ 3 11 19 

SWay. für x=jw; — x; — t . . . 

orm £^ 7 15 23 

ajhn. für x = jw; — w; -j« • • • 

10). ©bctlfo y = e^. cos x. 

cm er 1t 9w 17 

aWaj. für x=^ -J-; -^^••• 
^ ^. 5tc 13w 21 

ajhn. für ^=-j-; -^; ^^ • • • 

11). 3>tt einen ÄreiS nom feften SiabiuS r fott 
ein gleid^fd^enfügeg SDreiedf fo ein^efd^rieben werben, 
baj5 fein ^^xiffalt möatid^ft grog rotrb. SBie groß ift 
ber 8Bin!eI an ber »aft8 ju radialen? x = 60« 

12). ^n einem 3)rcied fennt man eine ©eite a 
unb ben gegenüberlie^enben SBinfel a. 9Bie groj^ ift 
ber jroeite 3)reie(f8mtnlel x ju nel^men^ bamit ber 
3nl|alt beS 3)reiedtS möglid^ft gro^ mirbl 

x = 90<>— I 
2 

13). 9lu8 einem Saumftamm mit freiSförmigem 

Duerfd^nitt mit bem ®urd^meffer d foD ein r^* 

ediger halfen fo auSgefd^nitten merben, bajs feine 

£ragfäl)igleit möglid^ft grog ift. 9Bie gro§ mu^ 

bie ©reite be§ 93atten8 fein? 

_ d 

14). Sie beiben ©eiten eineS 3)reiedf 8 feien a unb 
b. SBie gro§ mu§ man ben eingefd^loffenen SQSinfel 
X mad^en, bamit ber Qnl^alt ein SDlayimum mirb? 
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§ 37. Sev etfte un^ stveite D. Q. in 

tiev 9Red)anit 

SD3ir fallen im § 13, bag bct D. Q. — in bcr 

3)lcd^anif bic S3ebcutung bcr ©cfd^ioinbigfcit l^at. 
^ft alfo: s = f(t) eine SSeroe^ungSgleid^ung, bann 
ift v=f'(t), bie ®ef(^n)inbigteit jur Qdt t. 

2lu^ ein weiterer, roid^tiger ^öe^riff ber SWed^anif 
lä^t ft^ burd^ bie ©prad^e ber ©tfferentialred^nung 
cinfad^ auSbrüdEen: Unter „95efd^Ieunigung" uer*^ 
fielet man ba§ SBerl)äItni8 ber ©efd^minbigfeitäjunal^me 
iur äcitjunalime in einem äuj^erft Keinen S^itinteroaK; 
man fann infolgebeffen fagen: 3)ie ©efd^Teunigun^ ift 
bie „©efdtiminbigfeit ber Oefc^minbigfeit." 

;3ft alfo V = f'(t), bie @ef d^minbigfeit jur ßeit t, 
unb nimmt v um bie fleine ®rö§e dv ju, mäl^renb 
t um bie fleine 3^itftrecfe dt junimmt; bann ift bie 
©efd^minbigteitSjunal^me bioibirt burd^ bie QziU 

junal^me gleid^ -^ alfo glei^ ' = f"(t). 

®. ^. 3ft s = f(t) bie ©teic^ung einer SBe* 
megung, bann ift bie ©efd^roinbigfeit v gleid^ bem 
erften, bie SBefd^Ieunigung a gleid^ bem jmeiten D. Q. 
nad^ t. 2Kfo: 

Y = f<t) 

a = f<t) 

öeifpiet: @in Körper bemege fid^ fo, bo§ ber 
2Beg s (in cm auSgebrüdEt) immer gteid^ ber britten 
^otenj ber Qtxt (in @ec. auSgebrüdft) plu§ 5 ift- 
3Bie gro§ ift feine ©efd^roinbigfeit unb S8ef d^Ieunigung 
jur QAt t? SBie gro| finb biefe om @nbe ber 3ten 
unb am 6nbe ber 4ten ©ecunbe? SBeld^en SBeg 
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l^at bet Jtöcper wäl^enb ber 4ten ©ecunbe jutüd^ 
flelegt? 

$ier ift 8 = t8 + 5 

atfo T = 3t*; a = 6t 
am @nbc ber 3tcn @cc. ift s, = 3' + 5 = 32 cm 

^ r»« ^pr cm 

Vo = 3 . 3« = 27 

sec 

a, = 6 . 3 =18 ^"^ 



' sec* 

am @nbe ber 4tett @cc. ift s^ =: 4^ -|- 5 = 69 cm 

v, = 3 . 42=48 -^ 

sec 

r^M cm 
a.=6 . 4 =24 — r 

sec* 

9BdI)renb ber 4ten ©ecunbc I|at ber Äörper ben 9Beg 
s^ — 88 = 69 — 32 = 37 cm jurüdEgcIegt. 

itibititfidattfgaibeii: 

1). @in Äörper bewegt fid^ nad^ ber ©lei^ung 
8=i gt^? 5Bie gro§ ift v unb a? 

v = gt 
a = g. 

2). äBie gro§ finb v unb a für s = c t ^t i^ gt^ 

3). SBann mirb ein mit ber ©efd^minbigfett c 
fenfred^t emporgemorfener Äörper feinen l^öd^ften 
^unft erreichen? 

f ür t = - 
S 
4). @in Äörper l|at bie SSemegungSgleid^ung 
8 = 1 — 3 12 + 1» SßJelc^en Sffieg legt er in ber 5ten 
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@ec. jutüd? aOBie gro§ fmb v unb a am @nbe ber 
5ten ©ecunbe? 

85 — 84 = 34 SBcgeinl^eitctt 

V5=45 

a, = 24 

5). aSic gro^ ftttb V unb a nad^ bct 8tcn ©ccunbc, 

in 

Tücnn btc 93cn)cgung8glci(ä^ung lautet 8 =4 sin— ? 

a, = 

6). SB3te gro| ift bic SBinlcIgcfd^töinbi^fcit cineS 
^cnbcte, beffcn 93en)cgung§glctd^ung ift: 



<p = 90 cos 

d(p 

dt"" 



9,|/?..in(l/?.t) 



7). @in Äörpcr l^at bic 93cn)egung§glctd^ung 

s = e~^ 
SBie gto§ ift ©efd^roinbigfeit unb 33cfd^teunigung 
am ®nbe ber tten ©ecunbe? 

1 

1 

§ 38. 9tei]||enetttttfitf(itttg^ 

I. ©ine algebraifd^c ©umme, bei ber bie Slnjal^I 
ber ©lieber in§ Unbegrenjte mdd^ft, l)ei§t eine „un« 
enblidie Sieil^e". 

95eif piele : 



I. 1 
n. 1 + 6 



24-3 + 4 + 54-6 + 
11 + 16 + 21+.. 



\ 
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m. i-i-j-i-i + v^H — 

SBon ben obigen 9lcil^cn finb bic betben etften 
aritlimcttfd^e, bic brittc unb uicrte gcometrtfd^c Slcil^en. 
S)er 5!Bcrt bcr brittcn unb oicrten Sleil^e ift nad^ bcr 

bei anntcn fjotmcl s = r leidet ju beftimmcn^ unb 

jroar wirb 1 — i + i— iH = yTT ^ ^ 



ax -j- a* X* -(- a' x^ -[- 



ax 



1 — ax 

S)ie 9icil)cn I unb n bagcgen l^abcn feinen enb^ 
lid^en SEBert, fonbern il^re Summe roirb mit road^fen« 
ber ©lieberjal^l unenblic^ gro§. ©old^e unenblid^e 
9leil|en, bie feinen enblic^en SKert l^aben, l^eigen 
„bit)ergente SReil^en". Sie finb jur 2lu§fü|rung 
t)on SSeredinungen meiftenS ni^t braud^bar. Söeit 
n)id^tiger finb biejenigen unenblid^en SReilien, bie einen 
befttmmten enblid^en SlBert l^aben, wie bte Sleil^en III, 
unb IV. @ie l^ei^en „connergente Steigen". 

II. Seien a^, ai, a^, a,^, . . . . beliebige conftante 
©rö^en, x eine SBeränberlic^e, bann l^eigt bie 9iei^e 

a.» + aj x -|- ag x2 -|- a, X* -j- a^ x* -\- 

eine „nad^ ^otenjen oon x fortfd^reitenbe 
SReil^e" ober furj eine „^otenjreil^e." 

aOBir finb nun im ©tanbe, burd^ bie ^ülf§mittel 
ber ®ifferentialred^nung eine g^nction f (x) in eine 
fold^e ^otenjreil^e ju oermanbeln. 

@ei f(x) bie ju entmidfeinbe g^unction oom x, 
bann fe^en mir 

1). f(a + x) =A -J- Bx + Cx« + Dx»4- 
Ex* + • • • •-fNx'» -|^ . . . . wobei bie ®rö^en 
A, B, C, D, E, . . . N, . . . . u. f. m. erft ju 
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bcftimmen ftnb. S)te8 foH im Slad^folgcnbcn gc* 
f d^e^en : 

Segen wir ber oetänberlid^ett ®rö§e x ju* 
näd^ft ben 9Bett bei bann erl^alten mit auS 
©leid^ung 1). 

f (a) = A; bamit ift bie ®rö§e A beftimmt 

A = f(a), 

tüobet f (a) benjeni^en SBert bebeutet ben man 
erl^dlt menn man tn ber Function f (x) an ©teile 
vom X ben SBert a einfefet. Um bie weiteren 
©rögen ju beftimmen, bifferenjiren mir bie 
©lei^ung 1). nad^ x unb finben bann: 

2) f.(a + x) = B + 2 C X + 3 D X« + 4 E X » 

-j- ••• -f- n N X ""*^ + •..•• 

©e^t man nun mieber x = 0; bann mirb 
f/(a) = B; bamit ift auc^ B beftimmt 

B = f/(a)^ tpobei 

f'(a) benjeni^en 5B8ert bebeutet, ben man erl^dlt, 
menn man tn f'(x) für x ben 9Bert a einfe^t. 
Um bie weiteren ®rö§en ju beftimmen, bifferen« 
jieren mir mieber bie ©leid^ung 2) unb finben: 

3) f.(a -f- x) = 2 C + 2 . 3 . D X -f- 3 . 4 -E X 2 
+ + (n— 1) n N x«^-» 

gür X =^ finbet man mieber: 
f.(a) = 2.0 alfo C = ^^ 



S)urc^ nod^maligeS 3)ifferenjieren finbet man: 

4) f«^(a +x) = 2.3.D + 2-3.4 Ex + 
.... 4- (n — 2) (n — 1) n N X ^-» + 

unb für X = 
f«r(a) = 2 . 3 . D alfo D = ö^^ 

9 
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Qfn biefer SBeife fann man fortfol^ren unb 
alle TPcitercn @rö§cn bcftimmcn, e8 loirb: 

f IV (a + x) = 2 . 3 . 4 E + . 1- (n — 3) • 

. (n — 2) (n — 1) n N x-^"^ + .... 
unb für X = 

f iv(a) = 2 . 3 . 4 . E alfo E = /"^i^^ ^ 

3laä) n ntaügcr 2)ifferenttation ftnbet man 

f(°)(a-fx)=2- 3.4. 5....(n — 3)(n— 2) . 

. (n — 1) n. N + 

unb für X = 

f(n)(a) = 2. 3.4. 5....(n— 3)(n — 2).n.N 
3)a^er N = ^ '^' ^"^ 

4a* O • 4* ••••••• n 

3)a8 ^robuct 1 • 2 • 3 • 4 . 5 n bc* 

jei(^nct man gemöl^nlid^ mit n ! (gcicfen n * gacultät) 

5ör btc unbcfannten ®r5§cn l^aben mir nun 
folgenbe 9Bcrte gcfunben: 

A = f (a) 
, B = f<a) = M5) 

^ ~~2~ 2 ! 

^ f^Ca) = f»(a) 

^ ~2. 3 '3T 

MMa)_ _ f ^^ (a) 

^ ~2- 3.4 4 ! 

• • 

N = f'(°) (a) f '°) (a) 

2 • 3 • 4 • 5 ••• n n! 
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©e^t man bicfc aOäerte in bic (Slcid^ung 1) ein, 
bann erhält man: 

f(a+x)=f(a)+-^'x+-^x*+-3^^ 

®icfc Sftcil^e l^ci^t bie ,,2:a^Ior^fd(e 9teil^e/^ ©ie 

ift natürlid^ nur bann braud^bar, menn fic fonocrgirt, 
b. 1^. einen enblid)en ©ummcnmert erl^dlt. %üx bie 
Don ung betrad|teten Functionen ift bieg ber gaU; 
bod^ mürbe ber 93emei8 l^ierfür ben SRal^men biefeS 
©ud^e§ überf d^reiten. 

®e^t man in ber S^aglorfd^en SReil^e für a ben 
SGBert 0, bann erl^dlt man 

f(x) = f(0) + f;l^x + f^x« + ^x»4- 

®iefe SReil^e l^ei^t ..SReil^e oon gjtacggaurin"" unb 
ift l^äufig braud)barer unb bequemer al§ bie S^aglof f d^e. 

Um ;3rrtümer ju oerl^üten, motten mir nod^ 
einmal bemerfen, ba^ 

f (0); f/0); fHO); MO); u. f. m. 

biejenigen äBerte bebeuten, bie man erlidlt, menn 
man in 

f (x); f'(x); f^x); U{x); u. f. m. 

für X ben SBert 9lun einfet(t. 

§ 39. ffntvetidttttgett« 

S)iefe beiben SReil^en oon 2^agIor unb SWac^Saurin 
fönnen nun baju bienen, um irgenb eine Function 
f (x) in eine ^otenjreitie ju oermanbeln. 

I. SBetrad|ten mir junädift bie Function .-—-. 
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^ter ift 
f W=l^;aIfof (0) = 1 

f' W= (/^^^)« ; " f» (0) = 1 ■ 2 = 2! 
^' (') = (! "-!x)* ^ " f« (0) = 1 • 2 . 3 = 3! 
f^^W=4n=l^' "^^^ ^'^ ^^^ "" l-2-3-4 = 4! 

• ■ • 

• • • 

f °' W= Ti^irirFTr» «"^f" f^'"(0)=i • 2 • 3 • 4... n=ii! 

©e^en loir nun in her SWaoSaurin'f^en ^otntd 

fW=r<o)+ti?).+a9),.+<w«),.^?!^?V+.... 

bie für f (0); f. (0); &/ (0); f- (0) u. f. xo. ge^» 
funbcncn SBcrte ein, fo finben toir 

_J_= 1 +x + x« + x» + x* 

S)iefe SRci^cncnttDidlung bcfttjt nur ©ttltigleit für 
bld^e SBertc t)on x, roeld^e jwife^en — 1 unb + 1 
legen. 

II. @§ fei bie ^nction + yT+x ju entroidetn. 
^ier ift 
f(x)=+l/T+3^; alfo f(0) = l 
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^' 16V'(l+x)T"' ^' 16 16 

Sllfo loitb: 
i/T — . ■ 1 1 ,, 1-3 , 1-3.5 . , 

KH-x=l+2-x-4:2jX«+g:3jx'-jg-^xM~ 

9lud^ biefe $ortnel tft nur füt fold^e SEßette non 
X btaud^bar, tcetd^e f leinet fmb als 1. @ie fann 
jur bemtemen ^Bered^nung oon Ouabtatoui^etn bienen. 
^ietbet erl^ött man fd^on genügenbe ©enauigfeit, 
n)enn man nur 3 ober 4 ©liebet betüdEftd^tigt. 

SKan beted^ne auf biefe äßeife bie fotgenben 
Sßut^n unb oetgleid^e baS 9{efultat mit bem tn ber 
3:abeIIe : 

1) VTW~ - Kl + i - ? 

2) KXr- - KTT^- ? 

3) Ki,2 _- Ki + i - ? 

4) l/i:;3333 - K 1 + ^ ~ ? 

5) K X5~ = Vl + i - ? 

6) K26 - V 25 + 1 - 5 |/T+5"- ? 

7) K"27 - K26 + 2 - 5 V 1 + ,^ = ? 

8) K TÖ3~ - KlOO+3 -10 v^T+7|^- ? 

9) K65 - K49H-6 - 7 K l + A - ? 
10) K 67 - l/"64-f-3 - 8 Kl + A - ? 

in. @§ f Ott bie Function (a + x) " nad^ ^otenjcn 
oon X entmidcelt metben (^inom. <Ba^). 

^iet ift: 

f (x) - (a + x)°; atfo f(0) - a° 
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f'(x) — n (a + x) "-1; alfo f / (o) = n • a "-i 

f» (x) -ii(n— l)(a+x)n-2; atfofKo)-!! • (n— 1) • a"-^ 

f «^ (x) - n (n — 1) (11 — 2) (a + x)"-»; 

• ■ 

alfo f- (o) - n • (n — 1) (n — 2) a"-» 

SHfo töirb 
f (x)« (a+x)^ - a'^^- n . a^^-i X + n ^^,— a"-2x« 

^ n(n-lHn-2) ^„_3;3_^ 



@ttttoidQe nad^ biefer (^onnel f olgenbe ^u§brü(f e : 

1) (a + x)« 

2) (a + x)» 

3) (a + x)« 

4) (a + x)'o 

5) (a + x)" 

s 1 

6) K a + X = (a + x) ' 

4 1 

7) K a + X = (a + x) ^ 

6 1 

8) V a 4- X = (a + x) * 

1 _i 

9) — !— = (a — x) 
a — X 



— 135 — 

12)(^ = (a--)-" 

1 -i 

13) 3 = (a + ^) 
V a + x 

1 -i 

14) 4 = (a + x) 

y a + x 

§ 40. ^ofife#ittif|. 

SS^ir iDoQen nun einige weitere niid^tige ^no 
tionen na(^ bem SRac^Sourinfii^en @a^e entn>tdEeInt 

I. gür f (x) = sin X finben wir 
f (0) = 
fi (0) - 1 
fn (0) -= 
fin (0) 1 

fiv (0) _ 
F (0) - 1 
fvi (0) - 
f vn (0) 1 



ade weiteten D. Q. bilben periobifc^ bie äßette 

0; 1; 0; -1 

©e^t ttion biefe SGBerte in bie SRaoSourin'fd^e 
Formel ein, bann finbet man 

X* .X* x^ . x' x**- 



8inx = x_3j+gj-^+^-^+ 

®tefe gormcl fann baju bienen^ ben ju einem 
gegebenen Sogen x ^el^örigen Sinus fo genau 
n)te genjünfd^t ju beftimmen. 
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IL %ik cos X finbet man: 
f (0) - 1 

f/ (0) =- 
f, (0) 1 

f« (0 j - 

oon oa ah meber^olen ftd^ bie D. Q. periobif^; 

alfo TDtrb: 

X* , X* X* X* 
008X_l-^ + -,-gj+öj-+ 

HE. gür e^ werben 

f(0)-f'(0)-.f»(0)-f-(0)- - 1 

alfo ec^Iten n>ir für e^ bie Sleü^nentntüflung 

XY* Y* Y* Y^ 

«^-^ + ^+2!+3!+4!+5!-^- 

IV. gür a ^ roirb 
f (0) - 1 

f' (0) - 1 (a) 

i" (0) - l»(a) 

f«(0)-l»{a) 

3ttfo' 
.X « 1 _, ^ • 1 (a) ■ x* 1* (a) X» 1» (a) 

T. S)ie Function 1 (x) tfi^t ftd^ nad^ bem SWoo 
Saurin'fd^en ®a^ ni^t entnjtdetn, weil f (0) - 

{' (0) - f» (0) - f» (0) - unenbUd^ 

werben. S)e8^att betrad^ten wir bie Function 

1 (1 + X). 

^ter finben wir: 
f (x) = 1 (1 4- X) atfo f (0) = 

f,(x| = — J olfo f'(0) = 1 

1 + X 
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f"(x) 
f"(x) 



1 



(1 + X) 
2 



^ alfo f"(0) 
alfo f»'(0) = 



- 1 = - 1 ! 



+ 2 = + 2 ! 



(1 + x)^ 
f '^ (x) = ^1:|, alfo f IV (0) = -2.3= - 3! 

f Mx)= if'^'tf «itof ^ (0)=2.3.4=+4! 
fvi = _2i3i4i5aIfofVi(0)=-2.3.4.5=-5! 



2lIfo loirb ^ier 



l(l + x)=x 



2 X» X* 



X* X* 



"I a A ' K. ß I 



» * 



